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LES PREFAISCEAUX COMME MODELES DES TYPES
D’HOMOTOPIE

Denis-Charles Cisinski

Résumé — Grothendieck a introduit dans A la poursuite des champs la notion de ca-
tégorie test, petite catégorie ayant par définition la propriété que les préfaisceaux sur
celle-ci sont naturellement des modéles pour les types d’homotopie des CW-complexes.
Un exemple bien connu est celui de la catégorie des simplexes (les préfaisceaux cor-
respondant étant alors les ensembles simpliciaux). Grothendieck a de plus dégagé
la notion de localisateur fondamental, ce qui donne une description axiomatique de
la théorie de ’homotopie des petites catégories, et permet d’étendre la notion de
catégorie test relativement & des localisations de la catégorie homotopique des CW-
complexes. Ce texte peut étre vu comme une prolongation de la théorie de ’homotopie
de Grothendieck. On démontre en particulier deux conjectures de Grothendieck : toute
catégorie de préfaisceaux sur une catégorie test admet canoniquement une structure
de catégorie de modéles fermée au sens de Quillen, et le localisateur fondamental
minimal définit la théorie de 'homotopie des CW-complexes. On montre par ailleurs
comment une version locale de la théorie permet d’englober dans un méme schéma la
théorie de I’homotopie équivariante. La mise en ceuvre de ce programme passe par la
construction et ’étude systématiques de structures de catégorie de modéles sur des
catégories de préfaisceaux quelconques, ainsi que par ’étude de la théorie de 'homo-
topie des petites catégories en suivant et en complétant les différentes contributions
de Quillen, Thomason et Grothendieck.
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Abstract(Presheaves as models for homotopy types). —Grothendieck introduced in
Pursuing Stacks the notion of test category. These are by definition small categories
on which presheaves of sets are models for homotopy types of CW-complexes. A well
known example is the category of simplices (the corresponding presheaves are then
simplicial sets). Moreover, Grothendieck defined the notion of basic localizer which
gives an axiomatic approach to the homotopy theory of small categories, and gives a
natural setting to extend the notion of test category with respect some localizations
of the homotopy category of CW-complexes. This text can be seen as a sequel of
Grothendieck’s homotopy theory. We prove in particular two conjectures made by
Grothendieck: any category of presheaves on a test category is canonically endowed
with a Quillen closed model category structure, and the smallest basic localizer defines
the homotopy theory of CW-complexes. Moreover, we show how a local version of the
theory allows to consider in a unified setting the equivariant homotopy theory as well.
The realization of this program goes through the construction and the study of model
category structures on any category of presheaves on an abstract small category, as
well as the study of the homotopy theory of small categories following and completing
the contributions of Quillen, Thomason and Grothendieck.
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Préambule

Le point de départ de ce travail est A la Poursuite des Champs [67], manuscrit
non publié d’Alexandre Grothendieck dans lequel il déploie sa vision de la théorie de
I’homotopie. C’est suite au profond effort de mise en forme de la théorie d’Alexandre
Grothendieck fait par Georges Maltsiniotis [96] que ce livre prend sa place.

Ce texte est issu de ma these de doctorat, effectuée sous la direction de Georges
Maltsiniotis. Il correspond cependant & une version largement réécrite, complétée et
approfondie du texte original. Georges Maltsiniotis m’a aidé et soutenu a bien des
égards lors de la préparation de ma thése, ainsi que durant la rédaction de ce livre.
De plus, il a bien voulu me laisser inclure dans le premier chapitre ses notes sur les
« Propriétés de stabilité de classes de fleches ou d’objets », et ses nombreuses pro-
positions de rédaction ont contribué sensiblement a la clarté d’'un certain nombre de
passages. En particulier, il a amélioré la définition d’extension anodine en dégageant
une axiomatique simple, et sa notion d’équivalence faible absolue a permis une ap-
proche conceptuelle de points a priori délicats. Pour tout le temps qu’il a consacré
a suivre ce travail, et pour m’avoir initié a la théorie de I'homotopie, je tiens a lui
exprimer toute ma gratitude.

Je veux par ailleurs remercier le comité de rédaction d’Astérisque pour sa patience
et sa confiance, et en particulier, Pierre Colmez, Yves André et Raphaél Rouquier
pour leur soutien et leur attention.

Denis-Charles Cisinski
Paris, le 10 aott 2006






INTRODUCTION

Bats le tambour, n’aie pas peur

Et embrasse la cantiniere

Voila toute la science

Voila des livres le sens le plus profond.

Heinrich Heine, Doctrine

Ce livre a pour sujet ’étude de la catégorie homotopique Hot, c’est-a-dire la catégo-
rie dont les objets sont les CW-complexes, et les morphismes, les classes d’homotopie
d’applications continues entre iceux. Néanmoins, en dehors de quelques appels a I'in-
tuition dans le cadre de cette introduction, il ne sera jamais fait usage des espaces
topologiques. Il sera question de développer la théorie de ’homotopie d’un point de
vue entierement catégorique. Non pas que cela puisse étre une fin en soi, mais plutot
pour fonder la notion méme d’homotopie.

Le principe de contractibilité locale

Du point de vue formel, Grothendieck [67] voit comme modéles fondamentaux des
types d’homotopie non pas les espaces topologiques, mais les petites catégories. Il
considere donc (Cat, la catégorie des petites catégories, et définit la notion de loca-
lisateur fondamental : il s’agit d’une classe W de foncteurs entre petites catégories
vérifiant un certain nombre d’axiomes. Les éléments de W sont alors appelés des
équivalences faibles : on veut les voir comme des fleches inversibles. Il définit alors
Hot,, = W1 Cat, la catégorie homotopique associée & W, comme la localisation
de Cat par W. Par exemple, lorsque W est la classe des foncteurs dont le nerf est
une équivalence faible d’ensembles simpliciaux, Hot,, est équivalente a la catégorie
homotopique des CW-complexes Hot.

Les axiomes de Grothendieck définissant la notion de localisateur fondamental re-
posent sur le principe suivant. Si A est une petite catégorie, et si a est un objet de A,
on définit la catégorie A/a des objets de A au-dessus de a : les objets de A/a sont les
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couples (a’, ), ol @’ est un objet de A, et o une fleche de A de o’ vers a. On dispose
alors d’un foncteur d’oubli canonique

(0.0.0.1) Ala— A | (' a)F—d .
Pour une petite catégorie A donnée, le type d’homotopie de A est obtenu en recol-

lant les catégories A/a, on a parcourt les objets de A. Autrement dit, le morphisme
canonique

(0.0.0.2) holim A/a — lim A/a = A
acA a€A

doit étre un isomorphisme dans la catégorie homotopique Hot,,. En outre, cela doit
rester vrai aprés tout changement de base. Autrement dit, pour tout foncteur w :
A" — A sionnote A'/a = A’ x 4 A/a pour chaque objet a de A, alors le morphisme
canonique

(0.0.0.3) holim A"/a — lim A’/a = A’
acA a€A

doit étre un isomorphisme dans la catégorie homotopique Hot,,. C’est ainsi que
I’axiome fondamental des localisateurs fondamentaux apparait naturellement. Consi-
dérons un triangle commutatif de petites catégories

A— > B .

A

Pour chaque objet ¢ de C, on peut alors former les carrés cartésiens ci-dessous.

Ale—— A B/c——B

R

Cle——="C Cle——C
On obtient donc en particulier un foncteur canonique
u/c: Ajc — BJc .

Si le morphisme u est un isomorphisme dans Hot,, localement au-dessus de C (i.e. si
pour tout objet ¢ de C, le foncteur u/c est un isomorphisme dans Hot,,,), alors il en
est de méme de u : cela provient d’une double application de I"isomorphisme (0.0.0.3).
Il est remarquable que lorsque B = C' et w = 1p, on retrouve de la sorte le théoreme A
de Quillen [112].

L’isomorphisme (0.0.0.2) s’interpréte en disant que la catégorie A est localement
de la forme A/a ou a est un objet de A. Les catégories A/a admettant un objet
final, elles sont contractiles, et ont par suite le type d’homotopie du point. Une consé-
quence de 'isomorphisme (0.0.0.2) est donc que toute petite catégorie est localement
contractile, ou encore que toute petite catégorie a localement le type d’homotopie du
point. Dans la mesure ou1 on admet que tout type d’homotopie est le type d’homoto-
pie d’une petite catégorie, cela implique que tout type d’homotopie a localement le
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type d’homotopie du point. Le constat de Grothendieck est simplement le suivant :
ce qui précede caractérise totalement la théorie de I’homotopie des CW-complexes.
De la découle I'universalité de cette théorie homotopique, ce que ’on peut formuler
de bien des manieres. L’'une d’elle est que le plus petit localisateur fondamental est
formé exactement des foncteurs dont le nerf est une équivalence faible d’ensembles
simpliciaux"). Cette affirmation, conjecturée par Grothendieck, est 1'un des résultats
importants démontrés dans ce livre.

Vers les catégories test

En considérant les espaces topologiques, on a ’analogie suivante avec le point de
vue catégorique évoqué ci-dessus : tout espace topologique a le type d’homotopie
d’un CW-complexe® | et il est clair que tout CW-complexe est localement contractile
(i.e. admet une base d’ouverts contractiles). Le lien avec la théorie de 'homotopie des
petites catégories peut se faire concréetement de plusieurs maniéres. Si X est un espace
topologique localement contractile, on peut considérer ’ensemble O.(X) des ouverts
contractiles de X, ordonnés par 'inclusion. Si on voit O.(X) comme une catégorie, il
est possible de démontrer que le type d’homotopie correspondant & O.(X) n’est autre
que celui de X. Plus précisément, le morphisme canonique

holm U — lim U=X
s —_
U€eO.(X) UeO0.(X)

est une équivalence d’homotopie faible dans Zop. Cette construction a avantage de
rester tres proche de la géométrie de X, mais pour inconvénient de n’avoir de sens
raisonnable que lorsque X est localement contractile. Une autre maniere de faire est
la suivante. Soit A une catégorie, et

i:A— Top

un foncteur de A vers la catégorie des espaces topologiques tel que pour tout objet a
de A, Vespace i(a) soit contractile. A tout espace topologique X, on peut associer la
catégorie A/ X, définie par le produit fibré ci-dessous.

A/X—>A

|

Top/ X —— Top

(1) Nous renvoyons le lecteur & [71, 46, 32] pour des formulations plus spectaculaires de la propriété
universelle de Hot. Le lien entre cette propriété universelle et la notion de localisateur fondamental
est explicite dans [32].

(21ci, on identifie Hot avec la localisation de la catégorie des espaces topologiques par les équivalences
d’homotopie faibles. En particulier, tout espace topologique peut étre vu comme un objet de Hot.
Deux espaces topologiques ont le méme type d’homotopie s’ils sont isomorphes en tant qu’objets de
Hot.
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Le lien entre le type d’homotopie de A/X et celui de X peut étre explicité plus avant.
Les objets de A/X sont par définition les couples (a, f), ol a est un objet de A,
et f une application continue de i(a) vers X. On obtient de la sorte un morphisme
canonique :
holim i(a) — X .

(0.0.0.4) (a,f)EA/X

fii(a) — X
Si le morphisme (0.0.0.4) induit un isomorphisme dans Hot, on dit que A/X et X ont
canoniquement le méme type d’homotopie : les espaces i(a) étant tous contractiles, la
source de la fleche (0.0.0.4) a le type d’homotopie de l'espace classifiant de A/ X (cela
prend tout son sens en regard de I'isomorphisme (0.0.0.2)). C’est ainsi que le point de
vue simplicial apparait : si A = A est la catégorie des simplexes, et si i est le foncteur
associant a tout n-simplexe le n-simplexe topologique standard

inzl},

0<i<n

Alr _ {(aco, coyxy) €0, 1]

il est bien connu que pour tout espace topologique X, A/X et X ont canoniquement
le méme type d’homotopie (A/X n’est qu'une version déguisée du complexe singu-
lier associé & X). Le point est que cette propriété n’est pas 'apanage de la catégorie
des simplexes. Une version plus naturelle de cette construction serait de considérer
la catégorie A = ‘Topc, sous-catégorie pleine de Zop formée des espaces topologiques
contractiles, et de prendre pour foncteur ¢ 'inclusion. Mis a part des problemes lo-
giques que nous nous efforcerons de négliger ici, on retrouve la méme propriété : pour
tout espace topologique X, ‘Topc /X et X ont canoniquement le méme type d’homo-
topie. Ainsi pour tout espace topologique X, on dispose de trois modeéles catégoriques
du type d’homotopie de X, a savoir O.(X), A/X, et Top_/X. Il est remarquable que
les deux premieres catégories de cette liste sont des sous-catégories de la troisieme. Il
est d’autre part évident que la catégorie Zop /X ne fournit pas la construction la plus
économique (elle est pour le moins énorme). Le principal intérét de la construction
‘Topc /X est sa canonicité. Pour pallier ce probléme de la taille de ‘Topc, on remarque le
fait suivant : certaines sous-catégories de ‘TopC /X ont toujours le type d’homotopie de
X : par exemple O.(X) et A/X. Le constat de Grothendieck est qu’il existe un grand
nombre de catégories A telles qu’il existe un foncteur ¢ comme ci-dessus, de sorte
que pour tout espace topologique X, A/X soit canoniquement un modeéle du type
d’homotopie de X. Il appelle de telles catégories A des catégories test faibles (modulo
quelques propriétés techniques supplémentaires). A la recherche de conditions faciles
a vérifier pour caractériser les catégories test faibles, Grothendieck remarque ensuite
qu’une classe de catégories apparait naturellement : ce sont les petites catégories A
telles que A soit une catégorie test faible et telle que pour tout objet a de A, la ca-
tégorie A/a soit également une catégorie test faible. Il appelle de telles catégories des
catégories test.

L’exemple bien connu de catégorie test est comme on l'attend la catégorie des
simplexes A. Or cette derniére a une autre propriété bien connue : les préfaisceaux
(d’ensembles) sur A, i.e. les ensembles simpliciaux, forment une catégorie de modeles
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fermée (au sens de Quillen), et la théorie de ’homotopie des ensembles simpliciaux est
équivalente a celle des espaces topologiques : elle fournit un modele de Hot. De la sur-
git une autre question : quelles sont les petites catégories A telles que les préfaisceaux
sur A forment une catégorie de modeles fermée canoniquement équivalente a celle des
espaces topologiques? Ce que prédit Grothendieck dans la Poursuite des Champs,
et ce que nous démontrons dans ce livre, est que ces catégories sont exactement les
catégories test.

Plus généralement, la question de savoir si une petite catégorie A est une catégorie
test consiste & définir un foncteur i : A —= M, o M est une catégorie de modeles de
Hot (la digression qui précede concerne le cas M = Top), et tel que pour tout objet a
de A, i(a) soit un objet asphérique de M (ce qui signifie simplement que le morphisme
de i(a) vers I'objet final de M soit une équivalence faible), puis a étudier les catégories
A/X pour X dans M (ou plus précisément, les morphismes de la forme (0.0.0.4)).
Ce que Grothendieck remarque rapidement, c’est qu’il suffit de considérer le cas ou
M = Cat, avec les équivalences faibles usuelles (i.e. les morphismes dont le nerf est
une équivalence faible d’ensembles simpliciaux), et ou i est le foncteur

A — Cat at+— Ala ;

pour cela, il faut aussi bien stir comprendre la théorie de I’homotopie dans Cat, ce
qui est fait par Grothendieck (et développé dans [96]) de maniére axiomatique. Cela
permet en outre d’étudier la méme problématique en remplacant les équivalences
faibles usuelles de Cat par les éléments d’un localisateur fondamental quelconque
W. Cette généralisation permettra de définir des catégories de modeles de Hot,y,
c’est-a-dire des catégories de modeles de localisations de la catégorie homotopique des
CW-complexes (par exemple des modeles pour les n-types d’homotopie).

Une fois ceci posé, nous nous adressons en premier lieu la question suivante : étant
donnée une petite catégorie A, quelles sont les structures de catégorie de modeles fer-
mée définies sur la catégorie des préfaisceaux sur A7 Ensuite seulement, sous quelles
conditions une structure de catégorie de modeles fermée sur la catégorie des préfais-
ceaux sur A est-elle équivalente a la catégorie de modeles fermée des petites catégories
(pour un localisateur fondamental donné) ? Puis nous étudierons des versions locales
de ces questions. Cela nous conduira a un approfondissement de la théorie de 1’ho-
motopie des petites catégories, et a une théorie de 'homotopie équivariante a forte
saveur galoisienne (dans l'esprit de Toén [127, 126]).

Pour cela, mis a part la théorie de Grothendieck proprement dite telle qu’elle
est exposée dans [96], les seuls prérecquis que nous demanderons au lecteur sont
une connaissance de la théorie des catégories en général, une bonne maitrise des
notions fondamentales concernant les catégories de modeles (par exemple les pre-
miers chapitres de [109] ou de [74]), et des éléments de combinatoire simpliciale (voir
par exemple [60]). En particulier, l'existence de la catégorie de modeles fermée des
ensembles simpliciaux ne sera pas admise (mais sera redémontrée), et comme nous
I’avons déja dit, des espaces topologiques il ne sera essentiellement plus fait mention.

Pour conclure, il reste a évoquer ce dont ce livre ne parle pas : la géométrie. En
effet, les modeles pour les types d’homotopie qui apparaissent naturellement avec la
théorie des catégories test sont de nature plutdt combinatoire (ensembles simpliciaux
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xvi INTRODUCTION

ou cubiques, catégories, et cetera). Dans A la poursuite des champs, Grothendieck
envisage une notion de « topos test » L’idée consiste a remplacer la catégorie Cat
par la catégorie des topos. Pour un topos E donné on a un foncteur canonique de
E vers la catégorie des topos qui associe & un faisceau X sur E le topos E/X. Or
grace & la théorie d’Artin et Mazur [3], on a une notion d’équivalence faible de topos
définie par la cohomologie (éventuellement non abélienne) a coeflicients localement
constants, ce qui permet de définir une notion d’équivalence faible de faisceaux sur
‘E : ce sont les morphismes X — Y tels que le morphisme de topos correspondant
E/X — E/Y soit une équivalence faible. On peut alors se demander si cela définit
une structure de catégorie de modeles fermée sur la catégorie E (dont les cofibrations
sont les monomorphismes). Lorsque ‘E est une catégorie de préfaisceaux sur une petite
catégorie A, cette propriété équivaut a dire que A est une catégorie test locale (i.e.
que pour tout objet a de A, la catégorie A/a est une catégorie test). Un topos test
est un topos E qui est asphérique (i.e. qui a le (pro-)type d’homotopie du point),
est localement asphérique (cela signifie qu’il existe une famille génératrice® de E
formée d’objets X tels que le topos E/X soit asphérique), et tel que les équivalences
faibles de faisceaux définissent une structure de catégorie de modeles fermée sur ‘E.
On obtient qu’une petite catégorie A est une catégorie test si et seulement si le topos
des préfaisceaux sur A est un topos test (il s’agit ici d’'une simple reformulation des
résultats principaux du présent ouvrage). On peut étudier les catégories de modeles
fermées sur les catégories de faisceaux de la méme maniere que sur les catégorie de
préfaisceaux (voir [33]), et prouver que pour tout topos test E, la catégorie homoto-
pique Ho(‘E) est canoniquement équivalente & Hot (voir [30]). Par exemple, le topos
des faisceaux sur le site des variétés différentielles (resp. des variétés topologiques,
resp. des CW-complexes finis) est un topos test (les catégories de modeles correspon-
dant a ces exemples peuvent par ailleurs étre obtenues par la théorie des sites avec
intervalle de Morel et Voevodsky [107]). L’ingrédient fondamental permettant 1’étude
des catégories test est le théoreme A de Quillen. De méme, un analogue « toposique »
du théoréme A permet ’étude des topos test. Une application est alors que tout topos
test est obtenu comme une catégorie de faisceaux sur une catégorie test munie d’une
topologie de Grothendeck adéquate. Par exemple, si E désigne le topos des faisceaux
sur le site des variétés différentielles, on peut le voir comme la catégorie des faisceaux
sur la catégorie A dont les objets sont les espaces affines R™, n > 0, et les morphismes,
les applications différentiables. Or A est une catégorie test, et c’est cette propriété qui
permet de construire une équivalence Hot ~ Ho(‘E). Cela peut étre vu comme un
retour aux sources, dans la mesure ot Quillen lui-méme appelle dans 'introduction
de son article fondateur sur la K-théorie algébrique supérieure a une généralisation
de ses théoremes A et B dans le cadre des topos.

(3)Lorsqu’on travaille avec une petite catégorie A, on considére en fait le topos des préfaisceaux sur
A, et on privilégie la famille génératrice formée des préfaisceaux représentables.
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Fil d’Ariane

Chapitre 1. — Le premier chapitre est essentiellement consacré a I’étude des struc-
tures de catégorie de modeles fermée sur les catégories de préfaisceaux dont les cofi-
brations sont les monomorphismes. Pour cela, on introduit dans la premiere section
les notions fondamentales de classes de fleches ou d’objets saturées par monomor-
phismes (1.1.12), classes qui ont par définition la propriété d’étre stables par les opé-
rations intervenant dans toute construction par I’argument du petit objet.

Dans la deuxiéme section, on rappelle et on étudie la notion d’accessibilité, notion
de petitesse qui a son importance pour utiliser I’argument du petit objet.

Dans la troisieme section, on entre enfin dans le vif du sujet : on définit la notion
de donnée homotopique élémentaire sur une catégorie de préfaisceaux. Cette struc-
ture permet de donner un sens a la notion d’homotopie entre deux morphismes, et
a celle plus abstraite d’eztension anodine. On définit ensuite la notion de structure
homotopique sur une catégorie de préfaisceaux sur une petite catégorie A donnée;
cela consiste essentiellement en une donnée homotopique élémentaire J, et en un en-
semble S (par opposition & une classe) de monomorphisme de préfaisceaux sur A. On
construit alors une structure de catégorie de modeles fermée sur la catégorie des pré-
faisceaux sur A dont les cofibrations sont les monomorphismes (théoréeme 1.3.22). Les
équivalences faibles sont déterminées par le fait que toute équivalence d’homotopie
(dans le sens défini par J) est une équivalence faible, et tout élément de S est une
équivalence faible. Si les objets fibrants peuvent étre caractérisés par des conditions
explicites, les fibrations sont en général plus difficiles a décrire. On donne plusieurs
conditions équivalentes pour que les fibrations de la structure de catégorie de modeles
fermée associée a une structure homotopique admettent une caractérisation raison-
nable (propositions 1.3.47 et 1.3.61).

Dans la quatriéme section, pour une petite catégorie A donnée, on introduit la
notion fondamentale de A-localisateur, classe de morphismes W de préfaisceaux sur
A vérifiant certaines conditions de stabilité. Par exemple, pour toute structure de
catégorie de modeles fermée sur la catégorie des préfaisceaux sur A dont les cofibra-
tions sont exactement les monomorphismes, la classe des équivalences faibles forme un
A-localisateur. On dit qu'un A-localisateur est accessible s’il est le plus petit A-locali-
sateur contenant un ensemble de morphismes de préfaisceaux. On démontre alors I'un
des résultats fondamentaux de ce livre (théoréme 1.4.3) : la donnée d’un A-localisateur
accessible W est équivalente a celle d’une structure de catégorie de modeles fermée a
engendrement cofibrant (i.e. construite en utilisant ’argument du petit objet) sur la
catégorie des préfaisceaux sur A dont les équivalences faibles sont les éléments de W,
et les cofibrations, les monomorphismes. En outre, toutes les structures de catégorie
de modeles fermée de ce type peuvent étre construites avec les méthodes décrites dans
la troisieme section. On donne ensuite des méthodes de construction de A-localisa-
teurs accessibles, et on étudie la stabilité des A-localisateurs par produits finis ou par
certaines limites inductives. Dans le scholie 1.4.6, on explique trés succinctement en
quoi la question de I'accessibilité des A-localisateurs est liée & des axiomes de grands
cardinaux : en acceptant le principe de Vopenka, on peut en effet montrer que tout
A-localisateur est accessible.
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Dans la cinquiéme section, on se pose la question de la propreté des structures
de catégorie de modeles fermée en présence. On appelle A-localisateur propre tout
A-localisateur accessible tel que la structure de catégorie de modeles fermée corres-
pondante soit propre. Comme pour ces structures de catégorie de modeles fermée, tous
les objets sont cofibrants, la propreté a gauche est systématique. La propreté des A-
localisateurs porte donc uniquement sur la propreté a droite. On donne une condition
nécessaire et suffisante sur un ensemble de morphismes de préfaisceaux pour que le A-
localisateur correspondant soit propre (théoréme 1.5.4), et on en tire les conséquences.
On rappelle de plus quelques résultats abstraits sur la propreté dans les catégorie de
modeles. On rappelle en particulier que la notion de propreté d’une catégorie de mo-
deles fermée, contrairement a ce que 1’on pourrait attendre de sa définition, ne dépend
que de la classe des équivalences faibles (corollaire 1.5.21).

La sixieme et derniere section de ce chapitre consiste a caractériser les structures
de catégorie de modeles fermées donnant lieu & des A-localisateurs mais dont les
cofibrations ne sont pas nécessairement tous les monomorphismes (1.6.2 et 1.6.3). On
rappelle de plus quelques sorites, certes abstraits, mais parfois bien utiles, sur les
localisations de Bousfield (1.6.5).

Chapitre 2. — Ce chapitre est une application du précédent : on veut retrouver
par ces méthodes la théorie de I’homotopie des ensembles simpliciaux.

Dans la premiére section, on définit la structure de catégorie de modeles fermée
sur la catégorie des ensembles simpliciaux (proposition 2.1.5). La construction est
immeédiate en vertu des résultats du premier chapitre, mis a part un fait non trivial :
méme s’il est essentiellement évident que les objets fibrants pour cette structure sont
les complexes de Kan, il est beaucoup moins clair a priori que les fibrations sont
exactements les fibrations de Kan. Nous redémontrons ce fait avec une nouvelle mé-
thode qui ne fait intervenir ni les espaces topologiques ni les fibrations minimales (on
donne méme une variante de cette preuve dans la troisieme section de ce chapitre ; cf.
2.3.21).

Dans la deuxieme section, on s’intéresse a une variante simpliciale du théoreme B
de Quillen [112]. Autrement dit, on donne des conditions suffisantes pour produire
des carrés homotopiquement cartésiens (2.2.6 et 2.2.7). On en déduit une caracté-
risation axiomatique de la classe des équivalences faibles simpliciales usuelles (théo-
réme 2.2.10). On redémontre de manieére élémentaire que les groupes d’homotopie
supérieurs caractérisent les équivalences faibles d’ensembles simpliciaux.

La troisiéme section renoue avec une problématique plus abstraite. Etant donnée
une petite catégorie A, on étudie comment relier les structures de catégorie de modeles
fermée sur la catégorie des préfaisceaux sur A avec les structures de catégorie de
modeles fermée sur la catégorie des préfaisceaux simpliciaux sur A. Pour cela, on
associe a tout A-localisateur sa complétion simpliciale, laquelle est par définition un
Ax A-localisateur (ot A est la catégorie des simplexes). Cette notion, certes technique,
nous sera utile dans le chapitre suivant. On démontre des sorites de circonstance : un
A-localisateur est accessible (resp. propre) si et seulement si sa complétion simpliciale
Pest. En outre, les structures de catégorie de modeles fermée associées a un A-locali-
sateur et a sa complétion simpliciales sont canoniquement équivalentes.

ASTERISQUE 308



FIL D’ARIANE xix

Chapitre 3. — Dans ce chapitre, on veut étudier la notion de « génération par
colimites homotopiques ».

Pour cela, dans le premier chapitre, on introduit la notion de colimite et de limite
homotopique, et méme d’« extension de Kan homotopique » (foncteurs dérivés des
extensions de Kan). Pour que cela ait un sens, on introduit la notion de catégorie de
modeéles fermée exponentielle : ce sont des catégories de modeles fermées telles que la
construction des extensions de Kan homotopiques est essentiellement évidente. Bien
entendu, toutes les structures de catégorie de modeles fermée qui apparaitront dans ce
livre seront exponentielles (nous renvoyons le lecteur intéressé a [29, 34, 48, 72] pour
des constructions de ce type dans un cadre plus général). On montre ensuite comment
la notion de colimite homotopique garde tout son sens pour la théorie de ’homotopie
définie par un A-localisateur non nécessairement accessible (auquel cas nous n’avons
pas a disposition de structure de catégorie de modeles fermée, sauf invocation du
principe de Vopenka).

La deuxieme section de ce chapitre, logiquement indépendante de la premiere est
une étude légerement exotique du plongement de Yoneda et du fait que tout préfais-
ceau d’ensembles est une limite inductive de préfaisceaux représentables. Bien que
son intérét soit essentiellement technique, elle sera cependant utilisée dans la majeure
partie du livre, car elle fait intervenir des constructions qui sont fondamentales pour
étudier la théorie de I’homotopie de Grothendieck.

Dauns la troisiéme section, on rappelle la notion de localisateur fondamental (3.3.2).
On énonce les résultats fondamentaux concernant cette notion. En particulier, on rap-
pelle comment le foncteur d’intégration (i.e. la construction de Grothendieck) permet
de définir explicitement les colimites homotopiques (et méme, plus généralement, les
extensions de Kan homotopiques & gauche) dans Cat (3.3.18).

Dans la quatrieme section de ce chapitre, on démontre comment on peut associer
a tout A-localisateur un localisateur fondamental au sens de Grothendieck (défini-
tion 3.4.1 et proposition 3.4.3). On définit par ailleurs la notion cruciale de A-localisa-
teur réqulier : ce sont les A-localisateurs W tels que tout préfaisceau d’ensembles X est
canoniquement une colimite homotopique de préfaisceaux représentables. A chaque
A-localisateur W, on peut associer un A-localisateur régulier, appelé sa complétion
réguliére : c’est le plus petit A-localisateur régulier qui contient W. On démontre que
si un A-localisateur est accessible (resp. propre, resp. stable par produits finis), alors
il en est de méme de sa complétion réguliere. On caractérise de plus les A-localisa-
teurs réguliers comme ceux dont la complétion simpliciale contient les équivalences
faibles d’ensembles simpliciaux argument par argument (théoréme 3.4.36). Cela nous
permet de donner des exemples non triviaux de A-localisateurs propres qui ne sont
pas réguliers (3.4.57).

Chapitre 4. — Ce chapitre est consacré a la démonstration des conjectures de
Grothendieck sur les catégories test et les localisateurs fondamentaux.

Dans la premiére section, on rappelle les notions fondamentales de catégorie test (lo-
cale) et de foncteur test (local), ainsi que leurs caractérisations essentielles (voir 4.1.12,
4.1.14 et 4.1.19 pour les catégories test locales, et 4.1.24 et 4.1.26 pour les foncteurs
test locaux). On rappelle par ailleurs que pour un localisateur fondamental W donné,
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pour toute petite catégorie A, on peut définir une classe d’équivalences faibles de
préfaisceaux sur A, notée Wy (4.1.3), dont on étudie les premiéres propriétés.

Dans la seconde, on commence par prouver que pour un localisateur fondamental
T, une petite catégorie A est une catégorie test locale si et seulement si la classe
W5 est un A-localisateur (4.2.3). Ensuite, pour une petite catégorie A donnée, on
établit une bijection entre les A-localisateurs test (i.e. réguliers et tels que pour tout
préfaisceau représentable a sur A, la fleche de a vers le préfaisceau final soit une
équivalence faible) et les localisateurs fondamentaux tels que A soit une catégorie
test (théoréme 4.2.15). On démontre que cette bijection conserve laccessibilité (un
localisateur fondamental est dit accessible s’il est le plus petit localisateur fondamental
contenant un ensemble de morphismes de Cat). On en déduit deux conjectures de
Grothendieck : pour tout localisateur fondamental accessible W, et toute catégorie
test locale A, la catégorie des préfaisceaux sur A admet une structure de catégorie
de modeles fermée dont les cofibrations sont les monomorphismes, et les équivalences
faibles, les éléments de W; (4.2.18); le localisateur fondamental minimal est formé
exactement des foncteurs dont le nerf est une équivalence faible simpliciale au sens
usuel (4.2.19). On donne enfin plusieurs exemples d’équivalences de Quillen entre
catégories de modeles fermées associées a des catégories test.

Dans la troisieme section, on s’intéresse a la notion de localisateur fondamental
propre : ce sont les localisateurs fondamentaux W tels que pour toute catégorie test
A, W; soit un A-localisateur propre. On démontre que cette condition équivaut &
demander qu'il existe une catégorie test A telle que le A-localisateur %5 soit propre
(4.3.24). On en déduit des conditions suffisantes pour qu’un localisateur fondamental
soit propre (on verra plus loin qu’elles sont en fait nécessaires) : par exemple, si W
est le localisateur fondamental engendré par un foncteur de la forme A — e (ol e
désigne la catégorie ponctuelle), alors W est propre.

Dans la quatrieme section de ce chapitre, on s’intéresse a la théorie de I’homotopie
sur Cat/A définie par une petite catégorie A et un localisateur fondamental W. On
démontre ensuite un résultat fondamental concernant les catégories test locales : si A
est une catégorie test locale, la théorie homotopique définie par W sur la catégorie des
préfaisceaux d’ensembles sur A est équivalente & celle définie sur Cat/A (4.4.20). On
en déduit que si W est un localisateur fondamental propre, alors pour toute catégorie
test locale A, le A-localisateur associé W; est propre (4.4.30).

Chapitre 5. — Dans ce chapitre, on utilise les chapitres précédents pour construire
des structures de catégorie de modeles fermée sur la catégorie des petites catégories
Cat.

La premiére section consiste a étudier la notion de cofibration formelle dans Cat :
ce sont les morphismes qui se comportent formellement comme des cofibrations d’une
structure de catégorie modeles sur Cat dont les équivalences faibles sont les éléments
d’un localisateur fondamental.

La deuxiéme section associe & tout localisateur fondamental accessible W une
structure de catégorie de modeles fermée a la Thomason. On vérifie que cette structure
de catégorie de modeles fermée est propre si et seulement si le localisateur fondamental
W est propre. Lorsque ‘W est le localisateur fondamental minimal, on retrouve de la
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sorte la structure de catégorie de modeles fermée de Thomason originale. On définit
ensuite des variantes de ces structures de catégorie de modeles fermée en forcant que
le foncteur de passage a la catégorie oppposée soit une équivalence de Quillen.

Dans la troisiéme section, apres avoir rappelé les notions de foncteur propre et
de foncteur lisse (notions fondamentales dans la théorie de 'homotopie de Grothen-
dieck), on démontre que pour tout localisateur fondamental accessible W, la catégorie
des petites catégories admet une structure de catégorie de modeles fermée dont les
équivalences faibles sont les éléments de W, et dont les fibrations ont le mérite d’étre
a la fois des foncteurs propres et des foncteurs lisses. Cela implique en particulier que
la catégorie des petites catégories admet une structure de catégorie d’objets fibrants
(au sens de Brown [22]) dont les équivalences faibles sont les éléments du localisateur
fondamental minimal (i.e. les équivalences faibles usuelles), et les fibrations, les fonc-
teurs a la fois propres et lisses (pour cela il faut aussi invoquer les corollaires 6.4.8
et 6.4.16).

Chapitre 6. — Ce chapitre est consacré a la notion de carré homotopiquement
cartésien dans Cat relativement & un localisateur fondamental accessible (et méme, le
plus souvent, propre).

La premieére section consiste a caractériser les carrés homotopiquement cartésiens
dans les catégories de préfaisceaux sur des catégories test locales. Cela permettra de
trouver une nouvelle caractérisation des localisateurs fondamentaux propres (6.1.11).
On montre aussi comment associer canoniquement a tout localisateur fondamental
accessible un localisateur fondamental propre ayant les mémes catégorie asphériques
(6.1.8). On en déduira aussi une amélioration du théoréme de minimalité : la classe
des morphismes de Cat dont le nerf est une équivalence faible d’ensembles simpliciaux
est le localisateur fondamental faible minimal (6.1.18). En d’autres termes : la théorie
de ’homotopie est totalement caractérisée par le fait que toute catégorie admettant
un objet final a un type d’homotopie trivial et par le théoreme A de Quillen.

La seconde section donne des criteres dans I’esprit des théorémes A et B de Quillen
(mais pour un localisateur fondamental propre général) pour déterminer si un carré
commutatif est homotopiquement cartésien dans Cat.

La troisiéme section complete et utilise la seconde pour définir la notion de fonc-
teur fortement localement constant. Pour leur étude, on introduit la notion de trans-
versalité homotopique. Les foncteurs fortement localement constants produisent des
adjonctions (voire des équivalences) de Quillen entre catégories de préfaisceaux sur
des catégories test locales (6.3.24 et 6.3.33). On introduit ensuite la notion de foncteur
excellent. Ce sont des foncteurs fortement localement constants qui ont la propriété
supplémentaire d’étre compatibles aux carrés homotopiquement cartésiens en un sens
adéquat (6.3.43).

La quatrieme section est consacrée au théoreme B de Quillen proprement dit, ainsi
qua quelques reformulations équivalentes (6.4.14 et 6.4.15). On retrouve aussi de la
méme maniere quelques versions abstraites du théoreme de complétion en groupe
(6.4.12). On montre par ailleurs que le théoréme B de Quillen caractérise en quelque
sorte le localisateur fondamental minimal (6.4.22). Ces résultats sont ensuite inter-
prétés en termes de catégories test locales.
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La derniére section de ce chapitre établit un lien entre la notion de foncteur (for-
tement) localement constant que nous avons déja définie et une notion de « systéme
local homotopique ». On donne pour conclure une reformulation du théoreme B de
Quillen en termes de limites homotopiques a coefficients dans une catégorie de mo-
deles fermée abstraite : les équivalences faibles usuelles de Cat sont caractérisées par
la « cohomologie & coefficients localement constants » (6.5.11).

Chapitre 7. — Ce chapitre est consacré a la théorie de ’homotopie équivariante :
pour une petite catégorie A, un A-localisateur W, et un préfaisceau de groupes G
sur A donnés, on étudie la théorie de 'homotopie des représentations de G associée a
W (une représentation de G est simplement un préfaisceau sur A muni d’une action
de G).

La premiere section se place dans un cadre abstrait. On explicite une petite catégo-
rie BG telle que la catégorie des représentations de GG soit canoniquement équivalente
a la catégorie des préfaisceaux d’ensembles sur BG. Ensuite, on montre comment
associer au A-localisateur W un BG-localisateur, puis comment les propriétés fonda-
mentales telles que l'accessibilité, la propreté ou la régularité de W peuvent y étre
reflétées. On exhibe en outre des structures de catégorie de modeles fermée sur la
catégorie des représentations de G qui ont la particularité que les objets cofibrants
sont des G-torseurs relatifs.

Dans la seconde section, on démontre que si v : A —= B est un foncteur lisse, et
si B est une catégorie test locale, alors A est une catégorie test locale (7.2.1). En
particulier, toute catégorie fibrée sur une catégorie test locale est donc une catégorie
test locale. I1 en résulte que si A est une catégorie test locale, il en est de méme de
la catégorie BG. On collecte ensuite les fruits du mariage de la premieére section et
de la théorie des catégories test locales. Cela permet de démontrer un théoreme de
correspondance de Galois relativement & G (scholie 7.2.15).

La troisieme section complete la seconde : elle consiste a produire des carrés ho-
motopiquement cartésiens en termes de G-torseurs. Lorsque par exemple G est un
groupe simplicial, cela fournit des outils adéquats pour faire le lien entre la théorie
de 'homotopie des représentations de G définie par le fait que BG est une catégorie
test locale, et des théories de I'homotopie des représentations de GG plus classiques.

On démontre ensuite un théoreme de classification des G-torseurs pour un préfais-
ceau de groupes G sur une Wso-catégorie test locale (7.4.14).

Dans la cinquieme et derniére section du chapitre, on utilise pour la premiere fois la
théorie des fibrations minimales d’ensembles simpliciaux. Cela permet de démontrer
que pour toute catégorie test locale A, tout morphisme de préfaisceaux sur A se
factorise en une cofibration triviale, suivie d’une fibration triviale, puis d’un fibré
(7.5.5), résultat qui est déja connu pour les ensembles simpliciaux justement grace a
la théorie des fibrations minimales.

Chapitre 8. — Ce chapitre est consacré a produire des exemples non triviaux de
catégories test ayant de bonnes propriétés combinatoires, comparables a celles de la
catégorie des simplexes.
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Dans la premiere section, on étudie les catégories squelettiques ; ce sont des catégo-
ries ayant de bonnes propriétés combinatoires pour définir et calculer facilement les
foncteurs squelette et cosquelette.

Dans la deuxiéme section, on définit les catégories squelettiques réguliéres. On
démontre que si A est une catégorie squelettique réguliere, alors tout A-localisateur
est régulier (8.2.9). On en déduit une meilleure description de la structure de catégorie
de modeles fermée sur une catégorie de préfaisceaux sur une catégorie test locale
squelettique et réguliere (8.2.18 et 8.2.19).

Les résultats précédents sont ensuite utilisés dans les deux sections suivantes du
chapitre pour étudier la théorie de I’homotopie des ensembles simpliciaux symétri-
ques et la théorie de ’homotopie des ensembles cubiques. Les ensembles simpliciaux
symétriques sont les préfaisceaux sur la catégorie T des ensembles finis non vides.
La catégorie T est une catégorie test stricte. On construit une structure de catégorie
de modeles fermée propre et a engendrement cofibrant sur la catégorie des ensembles
simpliciaux symétriques dont les cofibrations ne sont pas tous les monomorphismes,
mais sont par nature liées & la combinatoire de T (8.3.8). Cette catégorie de modeles
fermée est équivalente a la catégorie de modeles fermée des ensembles simpliciaux. On
développe ensuite la théorie de I’homotopie des ensembles cubiques : on obtient de
la sorte une catégorie de modeles fermée canonique (8.4.38). On établit en outre une
équivalence de Quillen des ensembles cubiques vers les ensembles simpliciaux (8.4.30).

Dans la derniére section, on étudie la théorie de I’homotopie des ensembles cy-
cliques, c’est a dire des préfaisceaux sur la catégorie A de Connes [38]. On démontre
que A est une catégorie test locale, ce qui nous permet de retrouver la structure de
catégorie de modeles fermée de Dwyer, Hopkins et Kan [49] sur la catégorie des en-
sembles cycliques (8.5.13). On retrouve par ailleurs que le nerf de A est un espace
d’Eilenberg-MacLane de type K (Z,2). On définit en outre une équivalence de Quillen
a gauche de la catégorie des ensembles cycliques vers la catégories des représentations
du groupe simplicial K(Z,1) (8.5.22).

Chapitre 9. — Dans ce chapitre, on s’intéresse a des localisateurs fondamentaux
particuliers (le plus souvent d’un point de vue trés simplicial).

La premiere section rappelle le lien entre les foncteurs cosquelettes et les foncteurs
de troncation de Postnikov dans la catégorie des ensembles simpliciaux.

Dans la deuxieme, on étudie les localisateurs fondamentaux des n-équivalences
(formé des morphismes induisant des isomorphismes sur les groupes d’homotopie en
degrés < n) auxquels on associe des catégories test spécifiques (9.2.17).

Dans la troisieme section, on démontre que les localisateurs fondamentaux non
triviaux sont ceux qui testent la connexité.

Enfin, dans la derniere section, on associe des localisateurs fondamentaux acces-
sibles aux théories (co)homologiques. Cela permet de produire des exemples de loca-
lisateurs fondamentaux (et donc aussi de A-localisateurs) accessibles qui ne sont pas
propres. En effet, les résultats de Serre sur les groupes d’homotopie des spheéres imp-
liquent que le localisateur fondamental défini par ’homologie singuliere a coefficients
rationnels n’est pas propre. Un autre exemple éclairant : le localisateur fondamental
défini par I’homologie singuliere a coefficients entiers n’est pas propre, et le localisateur
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fondamental propre qui lui est canoniquement associé est défini par la construction +
de Quillen.

Notations génériques

Si C est une catégorie, on notera Ob C la classe de ses objets, et F1C celle de ses
fleches. On désignera par C°P la catégorie opposée de C. Pour deux objets X et Y de
C, Hom(X,Y) désignera I'ensemble des fleches de X vers Y dans C. Si la catégorie
C admet un objet final, on désignera souvent cet objet par le symbole e ..

Si C et D sont deux catégories, on désignera par Hom(C,D) la catégorie des
foncteurs de C vers D. Pour une catégorie C, une petite catégorie I, un foncteur
F : I — C,etunobjet i de I, on notera selon les cas F(i) ou F; 'évaluation de F en
i. Si la limite inductive (resp. projective) de F est représentable dans C, on la notera

lim F' =lim F' = lim F; (resp. lim F' = lim I’ = lim F;).
I i€l I i€l

On note Ens la catégorie des ensembles, et Cat celles des petites catégories (i.e.
des catégories C telles que Ob C et F1C soient des ensembles et non des classes). La
catégorie ponctuelle, i.e. la catégorie ayant un seul objet et I'identité de celui-ci comme
unique morphisme, sera notée e. Pour une petite catégorie A donnée, on notera par
défaut p 4 : A — e l'unique foncteur de A vers la catégorie ponctuelle.

Si A est une petite catégorie, on désignera par A = Hom (AP, Ens) la catégorie des
préfaisceaux d’ensembles sur A. On considérera toujours le plongement de Yoneda

A—A | at+— (a' —= Homau(d’,a))

comme une inclusion. Autrement dit, si a est un objet de A, on désignera encore par
a le préfaisceau qu’il représente.
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CHAPITRE 1

CONSTRUCTIONS DE CATEGORIES DE MODELES

1.1. Propriétés de stabilité de classes de fleches ou d’objets

Définition 1.1.1 — Soient C une catégorie, f : X —= Y et f' : X/ — Y’ deux fleches
de C. La fleche f/ est un rétracte de f 8’il existe un diagramme commutatif

X/—i>X—T>X/

f/ l fl lf,
Y —Y —/=Y’
J
tel que ri = 1x/ et s5 = 1y.
On dira qu’une classe de fleches de C est stable par rétractes si tout rétracte d’un
élément de cette classe est un élément de celle-ci.

Définition 1.1.2 — Soient C une catégorie admettant des limites inductives, et F une
classe de fleches de C. On dira que ¥ est stable par images directes, si pour tout carré
cocartésien dans C

X1 x

|k

Y—h>YI ’

si f est un élément de 7, alors il en est de méme de f’. On dira que F est stable
par compositions transfinies si pour tout ensemble bien ordonné I, d’élément ini-
tial 0, et tout foncteur X : I — C tel que pour tout i € I, i > 0, le morphisme
li_m)jQ_X (j) — X (i) soit un élément de ¥, alors le morphisme composé transfini
X(0) — lim X est un élément de ¥.
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Remarque 1.1.3— On vérifie facilement que la classe ¥ est stable par compositions
transfinies si et seulement si pour tout ensemble bien ordonné I, d’élément initial 0, et
tout foncteur X : I — C tel que pour tout i € I admettant un successeur 7+ 1 dans
I, le morphisme X (i) — X (i + 1) soit dans ¥, et tel que pour tout ¢ € I distinct
de 0, et n’admettant pas de prédécesseur dans I, le morphisme mj<i X(j) — X(©)
soit un isomorphisme, alors le morphisme composé transfini X (0) — lim X est un
élément de F.

Remarque 1.1.4— Dans une catégorie admettant des limites inductives, toute somme
s’écrit comme un composé transfini d’images directes. On en déduit que toute classe
de fleches stable par compositions transfinies et par images directes est aussi stable
par sommes. De méme, une telle classe est stable par composition de deux fleches
composables et contient les isomorphismes.

Exemple 1.1.5— Pour toute petite catégorie A, la classe des monomorphismes de
la catégorie A des préfaisceaux sur A est stable par images directes, compositions
transfinies et rétractes.

Lemme 1.1.6 — Soient C une catégorie admettant des limites inductives, et F une
classe de fleches de C.

(a) Sila classe F est stable par images directes, pour tout diagramme commutatif

Xo———> Xy

S

Xj——X

Yo— | —Y;

e e

Y ——Y

dont les faces horizontales sont cocartésiennes, si la fleche k : X3 HX0 Yo — Y est
dans F, il en est de méme de | : X Iy Yo —Y.

(b) Sila classe F est stable par images directes, et compositions transfinies, pour
tout ensemble bien ordonné I, de plus petit élément 0, tout couple de foncteurs X, Y :
I — C, et tout morphisme de foncteurs X —=Y, si pour tout i dans I, © > 0, la
fléche (li_m)j<i Y;) H(li—n1"<i x;) Xi —=Yi est dans F, il en est de méme du morphisme

Yp Hy, lim X — limY'.

Démonstration
(a) On commence par former le diagramme commutatif suivant.
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XO X2
1 X

!

Yo Y,

Xy, Yo L = X1Iy, Yo

Y; Y

Le carré horizontal supérieur, ainsi que les deux carrés latéraux du cube étant cocar-

tésiens, il en est de méme du carré horizontal inférieur. Le carré oblique étant aussi
cocartésien, il en est de méme de la face avant du prisme. La stabilité de F par images
directes implique alors que si k est dans F, il en est de méme de .
(b) Posons, X/ =lim X; V/=lim Y;,ie€l,i>0 X' =lmX,Y =lmY,
—)_]<Z —)_]<Z e —_—
et considérons le foncteur Y Iy X' : I — C.
i—Y; Iy X', j<i YjHX],X’—>YZ-HXiX’
On va montrer que pour tout ¢ dans I, ¢ > 0, la fleche
Y/ Iy X' o lim(Y; Il X') — Y Il X'
j<i
est dans F, ce qui en vertu de la stabilité de # par compositions transfinies impliquera
que
Yoy, X' — lim (Y Ty XN =Y 1y, X' =Y’
I
est dans F. On commence par former, pour ¢ dans I, i > 0, le diagramme commutatif
suivant.

Y, ——= Y I X'

Comme les carrés (1) et (2) o (1) sont cocartésiens, il en est de méme du carré (2).
Le carré (3) o (2) étant cocartésien, on en déduit qu'’il en est de méme du carré (3).
Vu que Y/ I, X; —=Y; est par hypothese dans ¥, la stabilité de F par images

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2006



6 CHAPITRE 1. CONSTRUCTIONS DE CATEGORIES DE MODELES

directes implique que Y; Iy, X' —=V; Iy, X' est aussi dans ¥, ce qui acheve la
démonstration. O
Proposition 1.1.7 — Soient C une catégorie admettant des limites inductives, et F

une classe de fleches de C. Soit F la classe des fleches de la catégorie FL(C) des
fleches de C formée des

X Xo——= X,
fl = fol lfl

tels que f: Yo Iy, X1 —= Y1 soit dans .
(a) Sila classe F est stable par images directes, il en est de méme de F.
(b) Si la classe F est stable par images directes et compositions transfinies, il en

est de méme de F. N
(c) Sila classe F est stable par rétractes, il en est de méme de F .

Démonstration. — Les assertions (a) et (b) résultent aussitét du lemme 1.1.6. L’as-
sertion (¢) résulte du fait que f — f définit un endofoncteur de la catégorie des fleches
de C. O

Corollaire 1.1.8 — Soient C, C' deux catégories admettant des petites limites in-
ductives, F,G : C' — C deux foncteurs commutant auz petites limites inductives,
a @ F—= G un morphisme de foncteurs, F une classe de fleches de C, et F' la
classe des fleches f : X —=Y de (' telles que le morphisme GX Il FY — GY

déduit du carré commutatif

F(f)
FX ——FY

GXWGY

sott dans F.

(a) Sila classe F est stable par images directes, il en est de méme de F'.

(b) Si la classe F est stable par images directes et compositions transfinies, il en
est de méme de F'.

(c) Sila classe F est stable par rétractes, il en est de méme de F'.

Démonstration. — Le morphisme de foncteurs « définit un foncteur H de C vers
FL(C) commutant aux limites inductives. En gardant les notations de la proposition
précédente, on a F' = H~Y( F ), et le corollaire résulte du fait que I'image réciproque
d’une classe de fleches stable par images directes, compositions transfinies, ou rétractes
par un foncteur commutant aux limites inductives satisfait aussi a la méme propriété

de stabilité. O
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Remarque 1.1.9— La proposition 1.1.7 est le cas particulier du corollaire 1.1.8 ap-
pliqué & ' = FL(C), F, G les foncteurs source, but, et « le morphisme naturel du
foncteur source vers le foncteur but.

Lemme 1.1.10— Soient C une catégorie admettant des limites inductives, et F une
classe de fleches de C.

(a) Si la classe F est stable par composition et images directes, pour tout dia-
gramme commutatif

X1<—XQﬁX2

I

YI=—Yy——Y, ;

st les morphismes iy et k : X3 HX0 Yo —= Y7 sont dans F, alors il en est de méme
pour le morphisme canonique X1 Iy Xo — Y1 Iy, Y5.

(b) Si la classe F est stable par images directes et compositions transfinies,
pour tout emsemble bien ordonné I, tout couple de foncteurs X,Y : I — C,
et tout morphisme de foncteurs o : X —=Y, si pour tout i dans I, la fléche
(h_m}jQYj) H(“ﬂ»j@XJ') X, —=Y, est dans F, il en est de méme de la fleche

lima : lim X — limY.
- — —

Démonstration
(a) Considérons le carré cocartésien

12

X Ys

X1y, Xo — = X; Ly, X Ily, Yo
)

Comme i, est dans F, la stabilité de F par images directes implique que i} est dans
F. Or la fleche canonique X7 IT Xo Xo—Y" HYO Y5 est le composé

Xy My, Xo — 20 Xy 1y, Xo 1l Yo —Lu Vi 1L, Y

Comme k est dans F, il résulte du lemme 1.1.6 que [ est dans F, et I'assertion résulte
de la stabilité de F par composition.
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8 CHAPITRE 1. CONSTRUCTIONS DE CATEGORIES DE MODELES

(b) Notons 0 le plus petit élément de I, et considérons le diagramme commutatif

XO 4>~114111}X

0 6 .
lim «
—

Yb —— YoﬂxthI’%X

limY
—_

En vertu du lemme 1.1.6, le morphisme m est dans ¥, et par hypothese, le morphisme
oy (qui s’'identifie & la fleche (@»Ko Y;) H(l;mj<0 x;) Xo —=Y)) est aussi dans 7. La
stabilité par images directes implique que of est dans ¥, et il en est donc de méme
de lim a. O

Lemme 1.1.11— Soient C une catégorie admettant des limites inductives, et ‘E, F
deux classes de fleches de C satisfaisant a la propriété ci-dessous.

(P) Pour tout couple de morphismes composables f : X —Y, g:Y — Z dans
C, si f et gf sont dans F, et g dans ‘E, alors g est dans F.

Alors on a les assertions suivantes.
(a) Si la classe F est stable par composition et images directes, pour tout dia-

gramme commutatif

X1<—X0ﬁX2

|

Yl%%%}/é I

si les morphismes iy, iy, iy sont dans F et k : Xy Iy Yo — Y1 dans E, alors le
morphisme canonique X1 HX0 Xo—Y" HYU Y5 est dans F.

(b) Si la classe F est stable par images directes et compositions transfinies, pour
tout ensemble bien ordonné I, de plus petit élément 0, tout couple de foncteurs X, Y :
I — C, et tout morphisme de foncteurs o : X —= Y, si pour tout i dans I, la fleche
o est dans F, et si pour tout ¢ > 0, la fleche

(h—1n><z }/j) H<hﬂ>j<ixj) Xi — }/Z

J

est dans ‘E, alors la fleche lima : lim X — limY est dans F.
—_ —-— =
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Démonstration
(a) Considérons le carré cocartésien

Xo LYO

-

X, ——= X1 1l Yo
%0
Comme i, est dans ¥, la fleche i(, aussi. Or le morphisme i; se décompose en
Xl $X1 HXU YO L Sl

Vu que i, est dans F et k dans E, il résulte de la propriété (P) que k est dans F. Le
morphisme i, étant dans ¥, l'assertion résulte du lemme 1.1.10.

(b) En vertu du lemme 1.1.10, il suffit de montrer que pour tout ¢ € I, le mor-
phisme m; : (lim  Yj) Huim  x,) Xi —Y; est dans F. On raisonne par récur-

— <t —j<i Y

rence transfinie. Pour ¢ = 0, le morphisme m,, s’identifie & la fleche o, : X9 — Yo,

qui est par hypothese dans . Soit donc i € I, i > 0, et supposons que pour
tout j < ¢, le morphisme m; soit dans ¥. Le lemme 1.1.10 implique alors que la

fleche lim.  «, : lim. X, — lim_ Y, est dans F. Considérons le diagramme
j<i J vi<i ) —j<iJ
commutatif

Y;

La stabilité de F par images directes implique que o} est dans F, et comme par
hypothese «; est dans F et m,; dans £, la propriété (P) implique que m, est dans F,
ce qui acheve la démonstration. O

Définition 1.1.12 — Soient A une petite catégorie, et D une classe d’objets de A. On
dit que D est saturée par monomorphismes si elle satisfait aux propriétés suivantes.

(a) Pour tout carré cocartésien

X—X

1

Y —Y'

tel que ¢ soit un monomorphisme, si X, Y, et X’ sont dans D, il en est de méme de Y.
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10 CHAPITRE 1. CONSTRUCTIONS DE CATEGORIES DE MODELES

(b) Pour tout ensemble bien ordonné I, et tout foncteur X : I — A tel que pour
tous ¢, j € I, i < j, X; — X soit un monomorphisme, si pour tout 7 € I, X; est
dans D, il en est de méme de liinq X;.

(¢) Pour tout monomorphisme X’ —= X admettant une rétraction, si X est dans
D, il en est de méme de X'.

On remarque que la condition (b), appliquée & I’ensemble ordonné vide, implique que
lobjet initial & de A est dans D, et que les conditions (a) et (b) impliquent la stabilité
de D par sommes.

Remarque 1.1.13— Soient A, B deux petites catégories, et F : A —= B un foncteur
commutant aux petites limites inductives et respectant les monomorphismes. Alors
si D est une classe d’objets de B saturée par monomorphismes, la classe F'~(D) est
également saturée par monomorphismes.

1.1.14 — Soit A une petite catégorie. La catégorie FL A des floches de A s'identifie
a la catégorie des foncteurs Hom(A;, E)’ ou A; désigne la catégorie correspondant &
lensemble ordonné {0 < 1}, ou encore & la catégorie A??A des préfaisceaux sur
A7P x A. On dit qu'une classe C de fleches de A est saturée par monomorphismes si la
classe C, vue comme classe d’objets de la catégorie F A~ A??A, est saturée par
monomorphismes. Concretement cela signifie que la classe C satisfait aux conditions
suivantes.

(a) Pour tout diagramme commutatif dans A

Zy To
Xi<=—Xg—— X

N

Yi=——Yy—=Y5 )
Y1 Ya

dans lequel z; et y; sont des monomorphismes, si fo, f1, f2 sont dans C, alors la fleche
canonique X7 11 X, Xo—Y; HY0 Y5 est aussi dans C.

(b) Pour tout ensemble bien ordonné I, tout couple de foncteurs X, Y : [ — /Al,
et tout morphisme de foncteurs o : X — Y, si les fleches X; — X;, ¥V, — Y,
i < 7,14, J €I, sont des monomorphismes, et si les fleches o; : X; — Y}, i € I, sont
dans C, alors limp : lim X — limY est dans C.

—_ — —_—
(c) La classe C est stable par rétractes.

Lemme 1.1.15— Soient A, B deux petites catégories, F, G : A—= B deus fonc-
teurs commutant aux petites limites inductives et respectant les monomorphismes,
a: F— G un morphisme de foncteurs, et C une classe de fleches de B saturée par
monomorphismes. Alors la classe D des objets X de A tels que ay soit dans C est
saturée par monomorphismes.
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Démonstration. — Le lemme résulte aussitot de la remarque 1.1.13, et de 'observa-
tion que le morphisme de foncteurs o : F' — G définit un foncteur H : A—s g1 E,
commutant aux petites limites inductives et respectant les monomorphismes, tel que
D=H"1(Q). O

Proposition 1.1.16 — Soient A, B deux petites catégories, F, G : A —= B deux fonc-
teurs commutant aux petites limites inductives et respectant les monomorphismes,
a @ F —= G un morphisme de foncteurs tel que pour tout préfaisceau X sur A, le
morphisme ay : FX — GX soit un monomorphisme de E, et tel que pour tout
monomorphisme © : X —=Y de g, le carré

FX 2> Fy

(1.1.16.1) Ofxl lay
GX ?‘GY

soit cartésien, et C une classe de fléches de B stable par images directes, compositions
transfinies et rétractes, et satisfaisant a la propriété suivante.

(P) Pour tout couple de morphismes composables f : X —Y et g:Y — Z de
E, si f et gf sont dans C et si g est un monomorphisme, alors g est dans C.

Alors la classe D des objets X de A tels que oy soit dans C est saturée par mono-
morphismes.

Démonstration. — Pour tout monomorphisme ¢ : X — Y de E, le carré 1.1.16.1
étant un carré cartésien de B formé de monomorphismes, la fleche

GX lpy FY — GY

est un monomorphisme, et les conditions (a) et (b) de la saturation de D par mo-
nomorphismes résultent respectivement des assertions (a) et (b) du lemme 1.1.11,
appliqué a la classe ¥ = C, et a la classe ‘E formée des monomorphismes de B. La
condition (¢) résulte aussitot de la stabilité de C par rétractes. O

1.2. Accessibilité

1.2.1 — Ce paragraphe a pour but de rappeler les techniques élémentaires qui per-
mettront d’utiliser 'argument du petit objet assez librement dans les catégories de
préfaisceaux. Les notions d’accessibilité telles que nous les envisageons ici sont celles
de SGA 4 (voir [70, exposé I, §9]).

Lorsque E est un ensemble, on note |E| son cardinal.

Définition 1.2.2 — Soit a un cardinal. Un ensemble ordonné I est dit a-filtrant, s’il
est filtrant, et si tout sous-ensemble de I de cardinal inférieur ou égal a o admet un
majorant.
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12 CHAPITRE 1. CONSTRUCTIONS DE CATEGORIES DE MODELES

Remarque 1.2.3— Dans SGA 4, un ensemble ordonné a-filtrant est appelé un en-
semble ordonné grand devant «. Il est immédiat que si § < a sont deux cardinaux,
tout ensemble ordonné a-filtrant est O-filtrant. Si « est un cardinal fini, un ensemble
ordonné est a-filtrant si et seulement s’il est filtrant.

Exemple 1.2.4 — Soit « un cardinal. Alors le cardinal successeur de «, vu comme un
ordinal (et donc comme un ensemble bien ordonné), est a-filtrant.

Définition 1.2.5 — Soit « un cardinal. Un foncteur F' : 4 — B est a-accessible si
pour tout ensemble ordonné a-filtrant I, 4 admet des limites inductives de type I,
et F'y commute. On dira qu’un foncteur est accessible s’il est a-accessible pour un
certain cardinal a.

Soit C une catégorie. Un objet X de C est accessible (resp. a-accessible, pour un
cardinal ), si le foncteur C — Ens, Y —= Hom(X,Y) lest. On dit que X est de
présentation finie s’il est a-accessible pour un cardinal fini «, autrement dit, si le
foncteur Y — Hom(X,Y) commute aux limites inductives filtrantes.

Remarque 1.2.6— Si § < «, tout foncteur [-accessible est a-accessible.

Exemple 1.2.7 — Tout foncteur qui commute aux petites limites inductives est a-
accessible pour tout cardinal a. Le composé de deux foncteurs a-accessibles I'est. Une
limite inductive de foncteurs a-accessibles est a-accessible.

Remarque 1.2.8— Soit A une petite catégorie. Dans la catégorie A des préfaisceaux
d’ensembles sur A, les objets représentables sont a-accessibles pour tout cardinal a.
En effet, les limites inductives se calculent terme a terme dans E, ce qui peut se
reformuler en disant que si @ est un objet de A, le foncteur Hom z(a, . ) : A —> Tns
commute aux petites limites inductives.

Proposition 1.2.9 — Soient A une petite catégorie, et o = |F1A|. Le foncteur lim :
Hom(A, Ens) —= Ens est a-accessible. (Voir [70, exposé I, corollaire 9.8].)

Démonstration. — 1l est bien connu que dans la catégorie des ensembles, les limites
inductives filtrantes commutent aux limites projectives finies. On se ramene ainsi
facilement au cas ou A est une catégorie discrete, i.e. un ensemble de cardinal a. En
effet, si F' est un foncteur de A vers Ens, la limite projective de F' se calcule comme le
noyau d’une double fleche dont le but est un produit des F'(a) indexé par 'ensemble
des fleches de A, et la source un produit des F'(a) indexé par l’ensemble des objets
de A.

Soient I un ensemble ordonné a-filtrant, et (F,)qca une famille de foncteurs de T
vers ‘Ens. Il faut montrer que I’application naturelle

¢:lim[[ £, — ]l 7,
I a a I

est bijective.

ASTERISQUE 308



1.2. ACCESSIBILITE 13

Soient x et y deux éléments de hin,ﬂa F,. On peut supposer que = et y sont des
éléments de [], Fu(io) pour un ig € I convenable, car I est filtrant. Si ¢(z) = ¢(y),
alors pour tout a € A, il existe i, € I tel que z, = y, dans F,(i) pour i plus grand
que i,. Comme [ est a-filtrant, il existe un iy € I majorant tous les i,. On a donc
x =y dans [[, F,(i1), ce qui montre I'injectivité.

Si z € [],lim F,, pour chaque élément a de A, il existe un i, € I tel que z,
provienne de I’ensemble Fy(i,). Encore une fois, vu que I est o-filtrant, il existe un
majorant ¢ des i,, et donc les images des z, dans F, (i) définissent un antécédent
de z. O

Proposition 1.2.10 — Soit C une catégorie admettant des limites inductives. On consi-
dére un cardinal o, une petite catégorie A, et un foncteur F': A — C, tels que pour
tout a € A, l'objet F'(a) soit a-accessible, et on note A = max(a, | F1 A[). Alors lim FF
est A-accessible. Voir [70, exposé I, corollaire 9.9].)

Démonstration. — Soit I un ensemble ordonné M-filtrant, et soit G : [ — C un
foncteur. Alors en vertu de la proposition 1.2.9, on a des bijections canoniques
lim Hom(lim F, G) ~ lim lim Hom(F, G)
—_— —_— — S
I A I Aor
~ lim lim Hom(F, G)
=
Aor T
~ lim Hom«(F, lim G)
= —

Aop I
~ Hom (lim F, lim G) ,
A I
ce qui montre la proposition. O

Corollaire 1.2.11 — Si A est une petite catégorie, tout préfaisceau X sur A est
| F1(A/X)|-accessible.

Démonstration. — D’apres la remarque 1.2.8, cela résulte trivialement de la proposi-
tion ci-dessus et du fait que X est la limite inductive dans A du foncteur A/ X — A,
(a,u) — a. O

Remarque 1.2.12— Ce corollaire implique que pour toutes petites catégories A et B,
tout foncteur A —= B admettant un adjoint & gauche est accessible (ce qui est une
spécialisation de [70, exposé I, proposition 9.5]). En effet, si D : A —> B est un tel
foncteur, et si G en désigne un adjoint & gauche, alors D est défini par la formule

D(X), = Hom ;(G(b),X) , Xe€ObA , beObB.

Définition 1.2.13 — Soit A une petite catégorie, et soit a un cardinal. On dira qu’un
préfaisceau X sur A est de taille < « si pour tout objet a de A, le cardinal de
lensemble X (a) est < a.
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14 CHAPITRE 1. CONSTRUCTIONS DE CATEGORIES DE MODELES

1.2.14 — Pour chaque cardinal «, on note Acc,(A) (resp. T, (A4)) la sous-catégorie
pleine de A formée des objets a-accessibles (resp. des objets de taille < ).

Proposition 1.2.15— Soient A une petite catégorie, et o un cardinal infini qui majore
|F1 A|. Alors tout objet de A est la réunion a-filtrante de ses sous-objets a-accessibles.
En outre, on a l’égalité :

To(A) = Aceq(A) .

En particulier, la catégorie Acco(A) est essentiellement petite.

Démonstration. — Soit X un objet de A. On note I ensemble des sous-objets de X
de taille < «, ordonné par U'inclusion. On vérifie aisément qu’il est a-filtrant, et on a
un foncteur évident F : I —= A. En outre, on a une fleche canonique lim /' — X,
laquelle est un monomorphisme, puisque c¢’est une limite inductive filtrante de mo-
nomorphismes. C’est en fait un isomorphisme puisque tous les objets représentables
sont de taille < «, ainsi que leurs quotients. Si X est a-accessible, 'identité de X
se factorise donc en X — F(i) — X pour un ¢ € I. Il est clair qu’alors 'inclusion
F(i) — X est un épimorphisme, et donc un isomorphisme, ce qui montre que X est
de taille < a. Réciproquement, si X est de taille < «, on a |FI(A/X)| < a, et en
vertu du corollaire 1.2.11, X est a-accessible, ce qui achéve la démonstration, car il
est évident que la catégorie T, (A) est essentiellement petite. O

Proposition 1.2.16 — Soient A une petite catégorie, et o un cardinal infini majorant
|FLA|. Les propriétés suivantes sont vérifiées.

(a) Toute limite projective finie d’objets a-accessibles de A est a-accessible.
(b) Tout sous-objet d’un objet a-accessible de A est a-accessible.

Démonstration. — La proposition 1.2.15 permet de se ramener dans la situation ou
A est la catégorie des ensembles, auquel cas cette proposition est triviale. O

Proposition 1.2.17 — Soient A et B deux petites catégories, G : A—>Bun foncteur
accessible. Alors il existe un cardinal « tel que pour tout cardinal 8 > «, on ait :
G(Accg(A)) C Accga(B) .
En particulier, si By > «, et si § =250 alors
G(Accg(A)) C Accs(B) .
(Voir [70, exposé I, proposition 9.14].)
Démonstration. — On consideére un cardinal infini v majorant | F1 A|, tel que G soit
~-accessible. Comme en vertu de la proposition 1.2.15 la catégorie Acc., (A) est essen-
tiellement petite, il résulte du corollaire 1.2.11 qu’il existe un cardinal a > -, tel que
tout préfaisceau y-accessible sur A soit envoyé par le foncteur G sur un préfaisceau

a-accessible sur B. On considere & présent un cardinal 8 > «. Si X est un pré-
faisceau (-accessible sur A, on note I ’ensemble des sous-objets y-accessibles de X,

ASTERISQUE 308



1.2. ACCESSIBILITE 15

ordonné par l'inclusion. En vertu de la proposition 1.2.15, I est un ensemble ordonné
~-filtrant, et le foncteur d’inclusion F' : I — Aa pour limite inductive le préfaisceau
X. Le foncteur G étant y-accessible par hypothese, on a un isomorphisme canonique
limGF ~ GX. Comme en vertu de 1.2.15, X est de taille < 3, et les préfaisceaux
appartenant & I de taille < «, on en déduit facilement que |I| < 7. La proposi-
tion 1.2.10 implique donc que GX est %-accessible, puisque 8% majore a la fois « et
(7. Pour achever la démonstration, il suffit de constater que si 3y > «, et si 3 = 270,
alors on a les égalités B = (2%0)® = 200 = 260 — 3, O

Définition 1.2.18 — On rappelle que sii: K — L et p: X — Y sont deux fleches
d’une catégorie C, on dit que i (resp. p) vérifie la propriété de relévement & gauche
(resp. a droite) relativement a p (resp. relativement d 1), si pour tout carré commutatif
du type suivant dans C

K X

L—==Y ’

a
—_—

il existe une fleche [ : L — X telle que loi =a et pol =b.

Lorsque A est une petite catégorie, on dira qu’une fleche p : X — Y de A est une
fibration triviale si elle vérifie la propriété de relevement a droite relativement & tout
monomorphisme de A (i.e. si (X, p) est un objet injectif de la catégorie 4/Y).

Définition 1.2.19 — Soit C une catégorie. Si F est une classe de fleches de C, on notera
I(F) (resp. r(F)), la classe des fleches de C qui vérifient la propriété de relevement a
gauche (resp. & droite) relativement & tous les éléments de F. Si F est formée d’un seul
élément f on notera plus simplement I(f) (resp. r(f)) la classe [({f}) (resp. r({f})).

Remarque 1.2.20— Si C est une catégorie admettant des petites limites inductives,
alors pour toute classe de fleches F de C, I(F) est stable par images directes, par
compositions transfinies, et par rétractes. En particulier, la classe des fleches de C
formée des fleches qui sont des composés transfinis d’images directes d’éléments de
F, notée Cell(F), est contenu dans [(r(F)). On peut montrer que Cell(F) est stable
par compositions transfinies et par images directes (voir [74, lemme 2.1.2]). Cela
implique, en particulier, que Cell(F) et I(F) sont stables par sommes (1.1.4).

1.2.21. Lemme du rétracte— Soit C une catégorie. On considére deux morphismes i
et p de C tels que pi ait un sens. Si pi € l(p), alors pi est un rétracte de i.

Démonstration. — Voir [74, lemme 1.1.9]. O

Définition 1.2.22 — Soit C une catégorie, et soit I un ensemble de fleches de C. On
dira que I permet l’argument du petit objet si pour tout morphisme X — Y qui est
un élément de I, 'objet X est accessible.
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16 CHAPITRE 1. CONSTRUCTIONS DE CATEGORIES DE MODELES

Si A est une petite catégorie et I un ensemble de fleches de E, il résulte du corollaire
1.2.11 que I permet I’argument du petit objet.

1.2.23. L'argument du petit objet— Soient C une petite catégorie, admettant des pe-
tites limites inductives, et I un ensemble de fiéeches de C permettant ’argument du
petit objet. Alors il existe une factorisation fonctorielle de toute fleche f de C en
f=pi, ouper(), et oui est un composé transfini d’images directes d’éléments de
I. En outre, tout élément de la classe [(r(I)) est un rétracte de Cell(I), ce qui fait de
U(r(I)) la plus petite classe de fleches de C contenant I, et stable par images directes,
par compositions transfinies, et par rétractes.

Démonstration. — Voir [74, théoréme 2.1.14 et corollaire 2.1.15]. O

Lemme 1.2.24— Soit A une petite catégorie. On considére une classe C de mono-
morphismes de A et une classe D de préfaisceaux sur A ayant les propriétés suivantes.

(a) La classe C est stable par images directes et par compositions transfinies.

(b) Si f: X —Y etg:Y — Z sont deuz monomorphismes composables de /Al,
et si f et gf sont des éléments de C, alors g € C.

(c) Tout préfaisceau sur A est réunion de ses sous-objets appartenant a D.

(d) Pour tout élément X —Y de C, et tout sous-objet Z de'Y appartenant a D,
il existe un sous-objet T' de Y appartenant a D et contenant Z, tel que TNX —T
soit un élément de C.

TNX—X
Z T Y

On note N la classe des éléments de C dont le but est un élément de D. Alors C =
Cell(N). Si en outre la classe C est stable par rétractes et s’il eviste un ensemble
D C D tel que tout élément de D soit isomorphe a un élément de D, alors l’ensemble
I formé des inclusions X —=Y appartenant a C, et dont le but est dans D, engendre
C dans le sens ot on a les égalités : C = Cell(I) = I(r(I)) .

Démonstration. — La condition (a) implique que Cell(A’) C C. 11 suffit donc de mon-
trer Pautre inclusion. Soit ¢ : K — L un élément de C. On considére ’ensemble E*
des sous-objets de L qui sont dans D que I’on munit d’un bon ordre. On note E ’en-
semble bien ordonné, d’ensemble sous-jacent E* IT {0}, obtenu de E* en adjoignant
un nouvel élément initial 0. On va construire une application croissante de E vers
I’ensemble des sous-objets de L contenant K, ordonné par inclusion, définissant un
foncteur F : E — A tel que F(0) = K, et tel que pour tout X € E, X # 0, X soit
“x F(X') — F(X) soit un élément de

Cell(A\[). En vertu de la condition (c), la flecche K —= lim F’ s’identifiera canonique-

contenu dans F(X), et le morphisme lim
im.,

ment & 7, qui sera donc un élément de Cell(A[), ce qui prouvera I'inclusion C C Cell(A[).
On procede par récurrence transfinie. Pour X = 0, on pose F'(0) = K. Supposons que
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1.2. ACCESSIBILITE 17

pour un X € E, X > 0, on ait construit tous les F(X’) pour X’ < X. On pose
V= li_m)X/<X F(X"). Alors l'inclusion K — V est dans Cell(A), et en particulier
dans C, et il résulte de la condition (b) qu'’il en est de méme de V' — L. Comme X
est par hypothése dans D, la condition (d) implique qu’il existe un sous-objet U de
L, élément de D, contenant X, et tel que l'inclusion U NV — U soit dans C. On
pose alors F(X) = U UV, et on vérifie immédiatement grace au carré cocartésien
ci-dessous que V' — F(X) est un élément de Cell(Al), ce qui achéve la construction.

uony ——V

y

U——UuV
La derniere assertion résulte de I'argument du petit objet appliqué a ’ensemble [
formé des inclusions appartenant a C dont le but est dans D. O

Remarque 1.2.25— Le lemme ci-dessus sera le plus souvent appliqué & une classe C de
monomorphismes stable par rétractes, et avec pour classe d’objets D les préfaisceaux
a-accessibles pour un cardinal a bien choisi.

Définition 1.2.26 — Soit A une petite catégorie. Un modéle cellulaire de A est un
ensemble M de monomorphismes de E tel que I(r(M)) soit la classe des monomor-
phismes de A. En vertu du corollaire 1.2. 11, et de 'argument du petit objet 1.2.23, la
classe des monomorphismes de A est alors la plus petite classe de fleches de A stable
par images directes, compositions transfinies, et rétractes, contenant I’ensemble M.

Proposition 1.2.27 — Toute catégorie de préfaisceaux sur une petite catégorie admet
un modele cellulaire formé de monomorphismes dont le but est un quotient de pré-
faisceaux représentables.

Démonstration. — Cela résulte du lemme 1.2.24 appliqué a la classe C de tous les
monomorphismes de la catégorie de préfaisceaux considérée, et a la classe D des pré-
faisceaux quotients de réprésentables. O

Corollaire 1.2.28 — Soit A une petite catégorie. Alors il existe une factorisation fonc-
torielle de toute fleche f de A en f = pi ou i est un monomorphisme et ou p est une
fibration triviale (cf. 1.2.18).

Démonstration. — Cela résulte du corollaire 1.2.11 et de la proposition 1.2.27, qui
permettent d’appliquer 'argument du petit objet. o

Remarque 1.2.29— Contrairement & ce qui est affirmé dans les articles de Jardine
(comme par exemple [78, 79, 80, 83, 63]), on ne peut pas toujours prendre pour
modele cellulaire ’ensemble des monomorphismes dont le but est un préfaisceau re-
présentable. Pour un contre-exemple, considérons un groupe non trivial G. Si on consi-
dére G comme une catégorie a un objet, les préfaisceaux sur G sont les G-ensembles,
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18 CHAPITRE 1. CONSTRUCTIONS DE CATEGORIES DE MODELES

c’est-a-dire les ensembles munis d’une action de G (& droite). Le seul préfaisceau re-
présentable est alors I’ensemble G' muni de l'action par translations, lequel n’a que
deux sous-objets : le sous-objet vide, et le sous-objet plein. Posons

M={o —GG—G}.

Le morphisme de G vers le G-ensemble final vérifie la propriété de relevement a
droite relativement & M, mais il ne vérifie pas la propriété de relévement & droite
relativement au morphisme du G-ensemble vide vers le G-ensemble final. Il s’ensuit
donc que M n’est pas un modele cellulaire (ce contre-exemple reste valable méme si
on passe aux G-ensembles simpliciaux).

Cela n’affecte pas les résultats de Jardine dans la mesure ou ils n’utilisent en fait que
l’existence de modeles cellulaires dans les catégories de faisceaux, ce qui se démontre
comme dans le cas des préfaisceaux traité ci-dessus (voir par exemple [33]).

Lemme 1.2.30— Soient A une petite catégorie, et M un modéle cellulaire de A. Alors
toute classe d’objets de A saturée par monomorphismes et contenant l’ensemble des

sources et des buts des fleches appartenant o M est égale a la classe Ob A de tous les
objets de A.

Démonstration. — Le lemme résulte facilement de 'argument du petit objet appliqué
a M, qui permet d’affirmer que pour tout préfaiscean X, la flecche @ —= X est un
rétracte d'un composé transfini d’images directes d’éléments de M, et implique en
particulier que @ figure parmi les sources des fleches de M. O

PI’OpOSItIOI’l 1.2.31— Soient A, B deux petites catégories, M un modéle cellulaire de
A C une classe de fléches de B saturée par monomorphismes, F, G : A —= B deuz
foncteurs commutant auzx petites limites inductives et respectant les monomorphismes,
et o : F —= G un morphisme de foncteurs tel que pour tout X source ou but d’une
fleche appartenant o M, le morphisme ay soit dans C. Alors pour tout objet X de A
la fleche ay est dans C.

Démonstration. — La proposition est conséquence directe du lemme précédent et du

lemme 1.1.15. O

Lemme 1.2.32— Soit A une petite catégorie.

(a) On considére un diagramme commutatif de A de la forme ci-dessous.

xrq )
Xi=—Xg—— X5

ill (1) li[} (2) lz@

St S > %
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1.2. ACCESSIBILITE 19

Si les morphismes iz et k : X111x,So —= S1 sont des monomorphismes, le morphisme

canonique
Xy Ix, Xo — 51 1g, S2

est un monomorphisme.
(b) Pour tout diagramme commutatif de A de la forme

T T2
Xi=—Xg—— X

ill (1) \Lio (2) llé

Si=5— S0 > %

le (1) Tjo (2" Tjé

Yi=——Yy—=Y5 )
Y1 Y2

si les fleches verticales et les morphismes x1, s1 et y1 sont des monomorphismes, et
st les carrés (1) et (1') sont cartésiens, alors le morphisme canonique

(X1 x5, Y1) Hxpns, vo) (X2 X5, Y2) —= (X1 Ly, X2) X(5,114,5,) (Y1 Ly, Y2)

est un isomorphisme.
(c) Pour toute famille de diagrammes de A de la forme

X; Y;
S

le morphisme canonique

IO(X; xg, Y;) — (I;[Xi) X (1 S;) (Li[Yi)

i
est un isomorphisme.
Remarque 1.2.33— Pour que le morphisme k de I’énoncé (a) soit un monomor-

phisme, il suffit que le carré (1) soit cartésien, et que les fleches i1 et s soient des
monomorphismes.

Démonstration. — L’assertion (a) résulte aussitét du lemme 1.1.10, (a), appli-
qué a la classe des monomorphismes de A, et lassertion (c¢) est une consé-
quence immédiate du fait que les sommes dans A sont disjointes et universelles.
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20 CHAPITRE 1. CONSTRUCTIONS DE CATEGORIES DE MODELES

Pour montrer (b) considérons le diagramme

XNy XoNYy XoNY,

X1 Xsl Y1-<—X0 XSU Y0—>X2 XS2 Y2

l l |

X1 Xo Xo

On remarque grace a 1’égalité
XiNnYinXyg=XoNYy

que le carré de gauche est cartésien. Il résulte donc de la remarque 1.2.33 et de (a)
que la fleche canonique

(X1 0Y1) Hixonyy) (X2 NYe) — Xi Iy, Xo
est un monomorphisme. On vérifie de la méme maniére que le morphisme canonique
(X10Y1) Hixonyy) (X2 NYe) — Y1 Ly, Y

est un monomorphisme. On a d’autre part le diagramme commutatif suivant dans A,
dont toutes les faces horizontales sont cocartésiennes.

Xinyy ——"%
X1—>X1UY1

XQﬂYO %YYQ
| <
Xog—=XpUY)

|

XoNYs

%Y2

e

Xog——=XoUY,

On en déduit un carré cocartésien

(X1N0Y1) Hixonyy) (X2 NYe) —————— X [y, Xo

| |

iy, Yo —m > (Xl U Yi) H(XUUYO) (X2 U 5/2)
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1.2. ACCESSIBILITE 21

Or en vertu de ce qui précede, toutes les fleches de ce carré sont des monomorphismes,
ce qui implique qu’il est aussi cartésien. Considérons a présent le diagramme commu-
tatif ci-apres.

X1U§/1<—XOUYO—>X2U§/2

b

S So So

Les trois fleches verticales sont des monomorphismes, ainsi que les fleches horizontales
du carré de gauche. Les égalités

(X1UY1)QS():(XlﬂSO)U(YlﬂSO):XoLJYo

montrent que le carré de gauche est cartésien. Il résulte donc de la remarque 1.2.33
et de (a) que la fleche canonique

(X1 UY1) Hix,uyy) (X2 UYa) —= Sy 1, So
est un monomorphisme. Cela implique que le carré suivant est cartésien,

(X1 n Yl) H(Xoﬁyo) (XQ M 5/2) —Y HYO Y5

| l

X1y, Xo ——————= 51 g, Sy ’
et démontre (b). O

1.2.34 — On rappelle ici succinctement une construction relative a la factorisation
par argument du petit objet, et on développe quelques-unes de ses propriétés. Ces
considérations forment un cas particulier de certaines constructions de [72, cha-
pitre 16], qui se révelent un peu plus simples dans le cadre des catégories de pré-
faisceaux.

On considere & présent une petite catégorie A, un ensemble A de monomorphismes
de X, et un ensemble bien ordonné A. On note 0 le plus petit élément de A, et pour
i € A, on note 1+ 1 son successeur lorsqu’il existe dans A. On définit alors un foncteur
L:A—> /Al, et un morphisme de foncteurs [ : 13 — L par la « méthode du petit
objet » : on commence par définir deux foncteurs S, B : A—>Aen posant pour
chaque objet X de A

SX = I n c,
C —> DeN Hom 3(C,X)

et

BX = I I
C —> DeN Hom 3(C,X)

)
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et on obtient deux morphismes de foncteurs évidents S — B et S — 1. On forme
ensuite le carré cocartésien suivant :

S—)lg
L
B——1,4

Pour i € A, on définit le foncteur L, par induction transfinie en posant Lo = 1

)

)

puis L,4+1 = LiL,, et lorsque p n’est pas un élément successeur, on pose L,

lim - L, la limite étant définie par les morphismes de foncteurs 1L, : L, —= L, 4.

—w<p

On définit enfin le foncteur L = lim L,
THEA

transfinie un morphisme de foncteurs ! : 1 7 —= L. On remarque que par construction,

et on obtient en outre par composition

si X est un préfaisceau sur A, [x : X — LX est un composé transfini d’images
directes d’éléments de A[, et donc un élément de [(r(A()). C’est en particulier un
monomorphisme.

Proposition 1.2.35— Le foncteur L vérifie les propriétés suivantes.

(a) I respecte les monomorphismes.

(b) Si X — Z et Y — Z sont deux monomorphismes de A\, la fleche canonique
L(XNY)— L(X)NL(Y) est un isomorphisme.

(c) Il est accessible.

Démonstration. — Pour montrer (a) et (b), on remarque qu’il suffit de montrer les
énoncés analogues pour le foncteur Ly, car les limites inductives filtrantes sont exactes.
Pour tout préfaisceau C' sur A on note K¢ le foncteur

Ko:Ens — A Er—10.

On vérifie immédiatement qu’il commute aux produits fibrés, et donc, en particulier,
qu’il respecte les monomorphismes. On remarque que

S = I Sy (resp. B = I By ),
w:C —>= DeN wC —>= DeN

oS, A—> A (resp. By : A—> IZ) est le composé du foncteur
Hom 3(C, .) : A — Ens

suivi du foncteur K¢ (resp. Kp). Il est immédiat que les foncteurs de types S, et B,
commutent aux produits fibrés. Vu que les monomorphismes sont stables par sommes,
on en déduit que les foncteurs S et B respectent les monomorphismes, et il résulte de
Passertion (¢) du lemme 1.2.32, qu’ils respectent les intersections de sous-objets. Enfin,
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on s’apercoit aussitot que pour tout monomorphisme X — Y, le carré ci-dessous est
formé de monomorphismes et est cartésien.

SX—BX

L

SY —BY

L’assertion (a) (resp. (b)) est donc conséquence de la partie (a) (resp. (b)) du
lemme 1.2.32.

On remarque qu’en vertu du corollaire 1.2.11, les foncteurs S et B sont accessibles
(car le composé d’un foncteur accessible avec un foncteur qui commute aux petites
limites inductives est accessible et toute somme de foncteurs accessibles est accessible).
On en déduit que le foncteur Ly est aussi. La propriété (¢) résulte immédiatement du
fait que les foncteurs accessibles sont stables par composition et par limites inductives.

O

1.3. Extensions anodines

Définition 1.3.1 — Soit A une petite catégorie. Un cylindre d’un préfaisceau X sur
A est un quadruplet
(IX,&%,&}(,O'X)

correspondant a un diagramme commutatif du type suivant dans A

X .
% o
IX —=X
%
X X ;

et tel que (0%,0%) : X I X —= I X soit un monomorphisme.
Un morphisme de cylindres

(IXaag(aa}(ao—X) - (IYaa)O/aaﬁl/vo-Y)

est une paire de morphismes ¢ : X —Y et ¢ : IX — IY tels que ¥0% = 05 ¢,
pour € = 0,1, et oy = oy 7.

On note Cyl(A) la catégorie des cylindres de A.
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Un cylindre fonctoriel sur A est une section du foncteur

Oyl(A)ﬁA\ ) (IX,@%,@}(,O'X)HX7

~

i.e. c’est un quadruplet (I,0%,0',0), ou I est un foncteur de la catégorie A vers
elle-méme, et o 0°,0' : 1 7 — I sont des morphismes de foncteurs admettant une
rétraction fonctorielle commune o, tels que pour tout préfaisceau X sur A, le mor-
phisme (9%, %) soit un monomorphisme.

1.3.2 — Si X est un préfaisceau sur A, on notera I ® X le préfaisceau I(X), et
parfois aussi * @ 1y = 0% : X —I®X,e=0,1,0®1lx =0y : [ ® X — X.
Autrement dit, on voit la catégorie des foncteurs }[om(g 2) comme une catégorie
monoidale stricte (le produit tensoriel étant donné par la composition des foncteurs)
et A comme un module sur celle-ci. Ainsi, pour tout endofoncteur F de A et tout
préfaisceau X sur A, on a F ® X = F(X), pour tout morphisme de préfaisceaux f,
1rp® f = F(f), et pour tout morphisme d’endofoncteurs a, @ ® 1x = a,. On notera
91 le foncteur X = 01 ® X = X I1 X. Le couple (9°,9') définit donc une inclusion
canonique i de 91 dans I.

Définition 1.3.3 — Soient J = (1,0°,0%,0) un cylindre fonctoriel sur une petite
catégorie A, et ug,u; : X —=Y deux fleches de A. Une J-homotopie (ou encore
homotopie, lorsque aucune ambiguité n’en résulte) de ug vers u; est un morphisme
h:I®X —Y de A tel que h(9° ® 1x) = u,, pour € = 0, 1. Si une telle homotopie
existe, on dit que ug est J-homotope de facon élémentaire a u;. On appelle rela-
tion de J-homotopie la relation d’équivalence engendrée par la relation d’homotopie
élémentaire.

Remarque 1.3.4— On vérifie immédiatement que la relation d’homotopie est compa-
tible & la composition. On notera hy(A) la catégorie quotient, et Q : A —= hs(A) le
foncteur canonique. On dira qu'une fleche f de A est une J-équivalence d’homotopie
si Q(f) est un isomorphisme de hz(A).

Un préfaisceau X sur A sera dit J-contractile si le morphisme de X vers I'objet
final de A est une J-équivalence d’homotopie.

Lemme 1.3.5— Soit A une petite catégorie. Sip: X —= Y est une fibration triviale

de A (1.2.18), alors elle admet une section, et pour toute section s de p et tout cylindre
(IX,0%,0%,0x) de X, il existe une fleche h: IX —= X de A telle que

ho% =1x, hox =sp, ph=poy .

En particulier, une fibration triviale est une J-équivalence d’homotopie pour tout cy-
lindre fonctoriel J sur A.
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Démonstration. — Soit p : X — Y une fibration triviale de A. On commence par
remarquer que comme & — Y est un monomorphisme, le carré suivant admet un
relevement
g—=X
Y—Y )
1y
ce qui implique que p admet une section s : Y — X. Pour tout cylindre

(IX,0%,0%,0) de X, on obtient un carré commutatif :

1x,s
XX 2y

wm| |

IXPG—>Y
X

Ce dernier admet un relévement h : IX —= X, puisque (9%, %) est un monomor-
phisme. On a donc les formules hd$ = 1x, hdk = sp et ph = poy, ce qui prouve le
lemme. O

Définition 1.3.6 — Une donnée homotopique élémentaire sur une petite catégorie A
est un cylindre fonctoriel J = (I,9°, 0!, o) vérifiant les axiomes suivants.

DH1 Le foncteur I commute aux petites limites inductives et respecte les mono-
morphismes.

DH2 Pour tout monomorphisme j : K — L dans ﬁ, les carrés ci-dessous sont
cartésiens (¢ = 0,1) :

6€®1Kl l65®1L

Remarque 1.3.7— Si on a un carré cartésien dans A

R——=S

|

T——U ’

et si les fleches S — U et T'— U sont des monomorphismes, alors la fleche cano-
nique T IIp S — U est un monomorphisme, et on la notera T U S — U.

Si J est une donnée homotopique élémentaire sur A, on note {e} — I, =10,1, le
sous-objet de I, image du morphisme 9¢ : 14 — I. Pour chaque préfaisceau X sur
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A, le morphisme 05 = 0° ® 1x s’identifie donc & l'inclusion {¢} ® X — I ® X. Pour
tout monomorphisme j : K — L dans A, on en déduit une inclusion

IQKU{e}®L—I®L,
correspondant au carré cartésien

1€®‘
{5}®K¥>{s}®L

85®1Kl \L65®1L

I K——1®L
11®j

D’autre part, on remarque que comme les sommes sont universelles dans A, il résulte
de DH2 que pour tout monomorphisme j : K — L de préfaisceaux sur A, on a un
carré cartésien

1e 1
oK% oo L

i®1K\L li®1L

I K——=IQ®L )
11®j

d’ou une inclusion
IQRKUJIQL —IQL.

Enfin, comme en vertu de DHI1 le foncteur I commute aux petites limites inductives,
il commute en particulier aux sommes binaires, et pour tout préfaisceau K sur A, on
a un isomorphisme canonique I ® 0l @ K ~0IQ I K =T K11 I ® K.

Exemple 1.3.8— Soient A une petite catégorie, et T = (I,0°,0%), un segment sépa-
rant de A, c’est-a-dire un préfaisceau I sur A muni de deux sections globales disjointes
0% et 9'. On en déduit un cylindre fonctoriel J défini par le foncteur

X+—1IxX

et par les formules 05 = 0° X 1x,e=0,1, 0y = pra (o prg : I x X — X désigne la
deuxiéme projection). On vérifie facilement que ce cylindre fonctoriel est une donnée
homotopique élémentaire.

Exemple 1.3.9— Soit A une petite catégorie. L’objet de Lawvere L de A est le pré-
faisceau sur A défini par
a = L(a) = {sous-objets du préfaisceau représenté par a}

(pour une fleche u : a — o’ de A, Dapplication de L(a’) vers L(a) est définie en
associant & chaque sous-objet de a’ son image réciproque par u). L’universalité des
limites inductives dans A implique immédiatement que 1’objet de Lawvere classifie les
sous-objets des préfaisceaux, ou autrement dit, que pour tout préfaisceau X sur A,
on a une bijection canonique

Hom (X, L) ~ {sous-objets du préfaisceau X}
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(voir [94, propositions 1.3.1 et II1.7.3] ou [96, 1.5.5]). Soit A° (resp. A!) la section
globale de L définie par le sous-objet plein (resp. vide) de l'objet final de A. On a
alors essentiellement par définition le carré cartésien suivant.

g——=C€3

e

‘AL
A
Autrement dit, I. = (L, A%, \!) est un segment séparant appelé le segment de Law-
vere. Le cylindre fonctoriel correspondant £ est le cylindre de Lawvere. La donnée
homotopique élémentaire ainsi obtenue jouera un réle important par la suite (d au
fait que le préfaisceau L est un objet injectif de /Al, ce qu'on vérifie aussitdt ; voir [94,
proposition VI.10.1]).

Définition 1.3.10 — Soient A une petite catégorie, et J = (I,9°,9',0) une donnée
homotopique élémentaire sur A. Une classe d’extensions anodines relatives a J est
une classe de fleches An de A satisfaisant aux conditions suivantes.

An0 1l existe un ensemble A de monomorphismes de A tel que An = 1(r(A)).

Anl Si K — L est un monomorphisme de A, alors I @ KU{e} ® L — 1 ® L
est dans An, e =0, 1.

An2 Si K — L est dans An, alorsil en est de méme de I KUJI QL — I ® L.

Si A est un ensemble de monomorphismes de A tel que An = [(r(A)), on dira que A
engendre la classe An, ou qu’il est un ensemble générateur des extensions anodines.

Remarque 1.3.11— 1l résulte de la remarque 1.2.20 et de la condition AnO que la
classe An est stable par images directes, compositions transfinies et rétractes. Plus
précisement, comme en vertu du corollaire 1.2.11 ’ensemble A permet I'argument du
petit objet 1.2.23, la condition An0 implique que la classe An est formée des rétractes
des composés transfinis des images directes des morphismes de A. En particulier, les
flaches de A appartenant a An sont des monomorphismes. D’autre part, comme en
vertu de DH1 le foncteur I commute aux petites limites inductives, on a I ® & ~ &,
et il résulte de la condition Anl, appliquée & K = & — L, que pour tout objet L de
A les morphismes 07 : L — I ® L, € = 0, 1, sont dans An. Enfin, on a I(An) C An.
En effet, si j : K — L est dans An, et si I'on forme le carré cocartésien

K——'——>1
Ok

IK ——1®KU{0}®L ’
J
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on remarque que le morphisme I(j) =1;®j : I K — I ® L est le composé de j’ et
de l'inclusion I ® K U{0}® L — I ® L. Ces deux fleches étant dans An, la premieére
par stabilité par images directes, et la deuxieme en vertu de la condition Anl, cela
prouve 'assertion.

1.3.12 — Soient A une petite catégorie, J = (I,9°,8',0) une donnée homotopique
élémentaire sur A, S un ensemble de monomorphismes de /Al, et M un modele cellulaire
de A (ce qui existe en vertu de la proposition 1.2.27). On note A5(S, M) 'ensemble
des monomorphismes de A défini par

AJ(S,M)=SU{I®KU{e}®L—I®L|K—>LeM, c=0,1}.

Si T est un ensemble de monomorphismes de A, on lui associe I’ensemble de mono-
morphismes

AT)={I® KUJI®QL—-I®L|K—LeT}.
On définit alors par récurrence des ensembles A% (S, M) par la formule
AFTH(S, M) = A(A5(S, M)
puis on pose
Aj(S, M) = UngoAg(S, M) .
Autrement dit, A5(S, M) est le plus petit ensemble de fleches de A qui contient
AY(S, M) et qui est stable par 'opération A.

Proposition 1.3.13 — Soient A une petite catégorie munie d’une donnée homotopique
élémentaire 3 = (I,0°,0',0), et S un ensemble de monomorphismes de A. Alors il
existe une plus petite classe d’extensions anodines relatives a J contenant S. De plus,
si M est un modele cellulaire de A, cette classe est égale a 1(r(As(S, M))).

Démonstration. — Soit An une classe d’extensions anodines relatives a J contenant
S. Montrons que I(r(A3(S, M))) C An. Comme S C An, et comme M est formé de
monomorphismes, il résulte de la condition Anl que AS(S, M) C An. Si T C An, la
condition An2 implique que A(T) C An. On en déduit que A5(S, M) C An. La classe
An étant, en vertu de la remarque 1.3.11, stable par images directes, compositions
transfinies, et rétractes, et {(r(Az(S, M))) étant la plus petite classe de fleches ayant
ces propriétés et contenant A5(S, M) (par Pargument du petit objet 1.2.23), on en
déduit que I(r(A5(S, M))) C An.

Il reste & montrer que I(r(A5(S, M))) est une classe d’extensions anodines de A re-
latives & J et contenant S. Ona S C Az(S, M) C I(r(Az(S, M))), et comme Az (S, M)
est un ensemble, la condition An0 est évidente.

Pour montrer la condition Anl, considérons la classe B des monomorphismes
K — L de A tels que

I®KU{e}®L —1I®Lcl(r(A;(S,M))) .

ASTERISQUE 308



1.3. EXTENSIONS ANODINES 29

Comme AY(S, M) C I(r(A3(S,M))), on a M C B, et en vertu du corollaire 1.1.8, B
est stable par images directes, compositions transfinies, et rétractes. Les monomor-
phismes étant la plus petite classe contenant M et satisfaisant & ces propriétés, il
s’ensuit que tout monomorphisme de A est dans B, ce qui pouve Anl.

Pour montrer la condition An2, considérons la classe C des monomorphismes
K — L de A tels que

[@KUAI®L —=1®Lel(r(As(S, M))) .

Comme A5 (S, M) C I(r(A5(S,M))), et comme Az (S, M) est stable par 'opération A,
on en déduit que Az(S, M) C C. En vertu du corollaire 1.1.8, C est stable par images
directes, compositions transfinies, et rétractes, et il résulte de 'argument du petit
objet 1.2.23 que I(r(A5(S, M))) est la plus petite classe satisfaisant & ces propriétés
et contenant A5(S, M). On en déduit que C contient I(r(A5(S, M))), ce qui prouve
la condition An2, et acheve la démonstration O

Définition 1.3.14 — Une structure homotopique (resp. une donnée homotopique) sur
une petite catégorie A est un couple (J, An) (resp. (J,.5)) formé d’une donnée homoto-
pique élémentaire J, et d’une classe d’extensions anodines An relatives & J (resp. d’un
ensemble de monomorphismes S de g) Si (7, 5) est une donnée homotopique sur A,
on note Anz(S) la plus petite classe d’extensions anodines relatives & J contenant S,
et on dit que (J,An5(S)) est la structure homotopique sur A engendrée par la donnée
homotopique (J,.5), et que Anz(S) est la classe d’extensions anodines définie par cette
donnée homotopique. Si S = @ , on pose Any = An3(&). Autrement dit, Any est la
plus petite classe d’extensions anodines relatives a J.

En vertu de la proposition précédente, si M est un modele cellulaire de /Al, pour
tout ensemble S de monomorphismes de /Al, on a

An(S) = I(r(A3(S, M))) .

D’autre part, toute structure homotopique (J, An) sur A est engendrée par une donnée
homotopique, puisqu’en vertu de la condition An0, il existe un ensemble de mono-
morphismes A de A tel que An = [(r(A)), et qualors la donnée homotopique (J, A)
engendre (J, An).

Remarque 1.3.15— Les techniques de la démonstration de la proposition ci-dessus
permettent d’affiner I’ensemble générateur des extensions anodines dans le cas suivant.
Soient A une petite catégorie, (I,9°,9') un segment séparant de ,Z, et J la donnée
homotopique élémentaire correspondante (cf. exemple 1.3.8). On se donne un modéle
cellulaire M de A, et on forme I'ensemble A} (M) des monomorphismes de la forme

IxKU{e}xL—IxL
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pour € = 0,1, et K — L € M (avec les notations du paragraphe 1.3.12; A} (M) =
A5 (2, 9M)). Alors on a Dégalité

Angy = I(r(AT(M))) .

En effet, on démontre comme dans la proposition précédente que I(r(A}(M))) C Ang
et que [(r(A}(M))) satisfait aux conditions An0 et Anl. Pour établir la condition
An2; on procede aussi comme dans cette proposition, en remarquant que la condition
Anl implique l'inclusion

AN (30)) € Ur(AL(M)))
car pour toute fleche K — L dans M, le morphisme
Ix(IxKU{e}xL)UOI x(IxL)—1Ix(IxL)
est isomorphe (par permutation des deux premiers facteurs) au morphisme
Ix(IxKUJI xL)U{e}x(IxL)—1Ix(IxL)
qui est dans [(r(A7(M))) par Anl.

Lemme 1.3.16— Soient A une petite catégorie, 3 = (I,0° 0%, o) une donnée homo-
topique élémentaire sur A, et C une classe de monomorphismes de A vérifiant les
conditions suivantes.

(a) La classe C est stable par compositions et par images directes.

(b) Siu:X —Y etv:Y — Z sont deur monomorphismes de /Al, et st vu et u
sont dans C, alors v est dans C.

(c) Pour tout préfaisceau X sur A, les inclusions 0% : X —I®X,e=0,1, sont
dans C.

Alors on a I(C) C C, et la classe C satisfait aux conditions Anl et An2 des extensions
anodines. En outre, si S est un ensemble de monomorphismes de A tel que S C C, et
M un modéle cellulaire de g, lensemble A5(S, M) défini par la donnée homotopique
(3,5) est contenu dans C.

Démonstration. — Soit v : X — Y un élément de C. Alors I(u) = 17 ® u est dans
C : en effet, on a un carré commutatif

X— sy

dans lequel les fleches verticales sont dans C (en vertu de (c¢)), et dont la fleche
horizontale du haut est dans C; il résulte donc de la stabilité par compositions et de
(b) que la fleche horizontale du bas est bien dans C.
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Montrons que C satisfait & la condition Anl. Soit K — L un monomorphisme de
A, et formons, pour ¢ =0, 1 le diagramme commutatif

{e}@ K—————={e}®L

| W |\

[o K ——=IT9KU{e}aL

I®L )

dont toutes les fleches sont des monomorphismes. En vertu de (¢), 05 et 95 sont dans
C, et comme le carré (1) est cocartésien la stabilité de C par images directes implique
que le morphisme {e} ® L — I ® K U {e} ® L est dans C. Il résulte donc de (b) que
la fleche I ® K U{e} ® L — I ® L appartient aussi a C.

Pour montrer que C satisfait a la condition An2, soit v : X — Y un élément de
C, et formons le diagramme commutatif

lor®u

IR X —0IRY

]

IX ——1@XUdI®Y

\\>
1&u Iy -

dont toutes les fleches sont des monomorphismes. On remarque que (a) implique que
C est stable par sommes finies, et en particulier que 1s; ® u est dans C. Comme le
carré (2) est cocartésien, on en déduit que le morphisme I @ X — I X UJIQRY
est dans C. Il résulte donc de (b) que la fleche T @ X UOI ® Y — I ® Y appartient
aussi a C.

Pour montrer la dernieére assertion, on remarque, en reprenant les notations du
paragraphe 1.3.12, que linclusion S C C, et le fait que C satisfait a la condition
Anl impliquent que C contient I'ensemble AS(S, M). Comme la classe C satisfait
aussi a la condition An2, elle est stable par I'opérateur A, ce qui prouve l'inclusion
A5(S, M) C C, et acheéve la démonstration. O

1.3.17 — La notion de catégorie de modeles que nous considérerons ici est celle de
[74], laquelle est un peu plus restrictive que celle de Quillen [109, 111], mais nous
arriverons naturellement dans ce cadre.

Définition 1.3.18 — Une catégorie de modéles fermée est la donnée d’un quadruplet
(C, W, Fib, Cof), oli C est une catégorie, et ot W, Fib, Cof sont des classes de fleches
de C, dont les éléments sont appelés respectivement des équivalences faibles, des fi-
brations, et des cofibrations, tel que les axiomes suivants soient vérifiés (on appelle
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fibrations triviales (resp. cofibrations triviales) les fleches de C qui sont a la fois des
fibrations (resp. des cofibrations) et des équivalences faibles).

CM1 La catégorie C admet des petites limites inductives et projectives.

CM2 Dans tout triangle commutatif de C, si deux des fleches sont des équivalences
faibles, alors la troisieme en est une.

CM3 Les classes W, Fib et Cof sont stables par rétractes.

CM4 Toute cofibration triviale (resp. fibration triviale) vérifie la propriété de
relevement & gauche (resp. a droite) relativement & toute fibration (resp. & toute
cofibration).

CM5 1l existe deux factorisations fonctorielles de toute fleche f de C en f = pi et
f = qj, ou p et q sont des fibrations, ¢ et j des cofibrations, 7 et ¢ des équivalences
faibles.

Une catégorie de modeles fermée (C, W, Fib, Cof) est a engendrement cofibrant s’il
existe deux ensembles de fleches I et J de C, permettant tous deux l'argument du
petit objet, et tels que I(r(I)) = Cof et I(r(J)) = Cof N"W. On dira alors que le couple
(I,J) engendre ladite structure de catégorie de modeles fermée.

1.3.19 — Soient C une catégorie, et W une classe de fleches de C. On note Ho(C) =
W=LC la localisation de C par W, catégorie obtenue en inversant les éléments de
la classe W. Cette localisation existe toujours, mais en général les morphismes entre
deux objets de Ho(C) peuvent former une classe (par opposition & un ensemble). On
dispose donc par définition d’un foncteur canonique, appelé foncteur de localisation,

v:C— Ho(C)

vérifiant la propriété universelle suivante. Pour tout foncteur F : C — D envoyant
les éléments de W sur des isomorphismes de D, il existe un unique foncteur G :
Ho(C) —= D tel que le triangle ci-dessous commute.

c—L o

| A

Ho(C)

Le foncteur «y est 'identité sur les objets. On fera donc parfois I’abus de notation
consistant a voir un objet X de C comme un objet de la catégorie homotopique
Ho(0).

On dit que la partie ‘W est fortement saturée si toute fleche de C dont I'image
par le foncteur de localisation est un isomorphisme dans Ho(C) est contenue dans la
classe W. Par exemple, la classe des équivalences faibles d’une catégorie de modeles
fermée est toujours fortement saturée (voir [109, chap. I, sec. 5, prop. 1]).

1.3.20 — Dans la suite de cette section, on se fixe une petite catégorie A, et une
structure homotopique (J,An) sur A, ot J = (I,9°, 9, o).
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Définition 1.3.21 — Une cofibration est un monomorphisme de A. On notera Cof la
classe des cofibrations de A.

Une fibration triviale est un morphisme de préfaisceaux sur A vérifiant la propriété
de relevement a droite relativement aux monomorphismes.

Une extension anodine est un élément de la classe An.

Une fibration naive est un morphisme de préfaisceaux sur A vérifiant la propriété
de relevement a droite relativement aux extensions anodines. On note FibN la classe
des fibrations naives.

Un objet X de A est fibrant si la fleche X — e; de X vers I'objet final de A est
une fibration naive.

Une fleche f : X — Y de A est une équivalence faible si pour tout objet fibrant
T, application

f* : Homhj(A) (Y, T) —_— Homhj(A) (X, T)

est bijective. On note W la classe des équivalences faibles.

Une cofibration triviale est un morphisme de préfaisceaux sur A qui est a la fois
une cofibration (i.e. un monomorphisme) et une équivalence faible.

Enfin, une fibration est un morphisme de préfaisceaux sur A vérifiant la propriété
de relevement a droite relativement aux cofibrations triviales. La classe des fibrations
sera désignée par Fib.

Cette section sera consacrée a la démonstration de ’énoncé ci-dessous.

Théoréme 1.3.22— Awec les définitions ci-dessus, (E,W, Fib, Cof) est une catégorie
de modeéles fermée a engendrement cofibrant.

1.3.23 — On dira que (ﬁ, W, Fib, Cof) est la structure de catégorie de modeles fermée
sur A définie par la structure homotopique (J,An). Si (J,5) est une donnée homo-
topique qui engendre la structure homotopique (J,An), on dira que la catégorie de
modeles est engendrée par cette donnée.

On verra plus loin que les objets fibrants correspondant a cette structure de ca-
tégorie de modeles fermée sont les préfaisceaux fibrants définis ci-dessus (cf. 1.3.36).
En particulier, la catégorie homotopique correspondant a la structure de catégorie de
modeles du théoreme 1.3.22 (i.e. la localisation de A par les équivalences faibles) est
canoniquement équivalente & la sous-catégorie pleine de hy(A) formée des préfaisceaux
fibrants.

Remarque 1.3.24— On remarque immédiatement que toute J-équivalence d’homo-
topie est une équivalence faible, et que la classe des équivalences faibles est une partie
fortement saturée de F1 A (1.3.19). En particulier, la classe des équivalences faibles
vérifie 'axiome CM2, et est stable par rétractes.
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Définition 1.3.25 — Une fleche f : X — Y de A est un rétracte par déformation fort
(resp. le dual d’un rétracte par déformation fort) s’il existe deux fleches g : Y —= X
et h: 1Y —Y (resp. k: I ® X — X)) telles que :

i) gf =1x (resp. fg=1y);

ii) hdY =1y et hdy = fg (resp. k0% = 1x et k0% = gf);

iii) (1 @ f) =0y (11 @ f) (vesp. fk = foy)).

Proposition 1.3.26 — Toute fibration triviale est le dual d’un rétracte par déformation
fort. De plus, toute section d’une fibration triviale, est un rétracte par déformation
fort.

Démonstration. — La premiere assertion est conséquence directe du lemme 1.3.5.
Soit p: X — Y une fibration triviale. Une section s : Y — X de p définit un carré
commutatif

(soy,(1x,5p))

IQYUII@X — X

! lp

I®X Y

pPox

qui admet un relévement h : I ® X — X. En particulier, on a hd% = 1x, hd% = sp,
et h(l;®s) = soy = 05 (17 ®s), ce qui prouve que s est un rétracte par déformation
fort. O

Proposition 1.3.27 — Un morphisme de A est une fibration triviale si et seulement
s’il est a la fois une fibration et une équivalence faible.

Démonstration. — Comme toute J-équivalence d’homotopie est une équivalence
faible, la proposition ci-dessus implique que toute fibration triviale en est une.
Comme toute cofibration triviale est en particulier un monomorphisme, toute fi-
bration triviale est une fibration. Réciproquement, soit p : X — Y une fibration
appartenant a W. Par le corollaire 1.2.28, il existe une factorisation de p en p = ¢j,
ou j est une cofibration, et ou ¢ est une fibration triviale. En vertu de ce qui précede,
q est une équivalence faible, donc j est une cofibration triviale. Comme p est une
fibration, le lemme du rétracte implique que p est un rétracte de ¢, ce qui prouve que
p est une fibration triviale. O

Remarque 1.3.28— On peut a présent faire 'analyse de ce qu’il manque pour dé-
montrer le théoreme 1.3.22. Les axiomes CM1, CM2, CM3 sont immédiats, [’axiome
CMA4 résulte de la proposition précédente, et de la définition des fibrations, le corol-
laire 1.2.28 assurant une moitié de I'axiome CM5. Cela signifie qu’il suffit de montrer
que toute fleche f de A se factorise (par Pargument du petit objet) en une cofibration
triviale suivie d’une fibration.
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Proposition 1.3.29 — 1[I eziste une factorisation fonctorielle de toute fleche f de A
en f = pi, ou p est une fibration naive, et ot i est une extension anodine (et méme

un composé transfini d’images directes d’éléments de A, si A désigne un ensemble de
fleches de A tel que An = 1(r(A))).

Démonstration. — Soit A un ensemble de fleches de A tel que An = I(r(A)). Le
corollaire 1.2.11 permet d’appliquer 'argument du petit objet a ’ensemble A. On en
déduit I'existence d’une factorisation fonctorielle de toute fleche f de Aen f =pi, ou
p est une fibration naive, et ol ¢ est un composé transfini d’images directes d’éléments
de A, et en particulier une extension anodine. O

Lemme 1.3.30— Soient K et T deux objets de /Al, T étant fibrant. Alors la relation
de J-homotopie élémentaire sur Hom z(K,T') est une relation d’équivalence, et elle
coincide donc a la relation de J-homotopie. En particulier, si u,v : K — T sont
deuzr morphismes de préfaisceaux, alors u = v dans hy(A) si et seulement s’il existe
un morphisme h: [ @ K —= T tel que h(0° ® 1) =u et h(0' ® 1k) = v.

Démonstration. — La réflexivité est immédiate : si u : K — T est une fleche de X,
uoy : I ® K — T est une homotopie de u vers u.

Montrons que si u,v,w : K — T sont trois fleches de E, et s’il existe une J-
homotopie h : I ® K — T de u vers v, et une J-homotopie k : I ® K — T de u
vers w, alors il existe une J-homotopie !l : I ® K — T de v vers w. Par hypothese on

a donc
(@ @ 1K) =u, h(O'®1g)=v,

/{:(50®1K):u, /{:(51®1K):w.
En remarquant que IQ I @K ~ (I K)[T(I®@K) et {0} @ [@ K ~ I® K, les deux
égalités de la premiere colonne permettent de définir une fleche

h,k),uoc
[00lo Ku{0}ole K 0o,

La condition Anl des extensions anodines appliquée a l'inclusion 01 ® I — I @ K
implique que
IQIIRKU{0}RI®K —I®I®K

est une extension anodine, et comme T est fibrant, on obtient un relevement H

h,k),uo
I®8[®KU{0}®I®KM>T

I®IRK y
de sorte que

H1; 2 ®1lk)=h, H1;00'®1g)=k, HO"®1;®1K)=ucgk .
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On pose | = H(0' ® 17 ® 1). On a alors les relations
1(°@1g)=H(0'®1;01)(° 1) =H(1; 2@ 1x)(0' @ 1g)=h(0' @ 1) =v,
Le morphisme [ : ] ® K — T est donc une homotopie de v vers w.

En appliquant ce résultat & w = u et k = uog, on en déduit que la relation

d’homotopie élémentaire est symétrique. La transitivité est conséquence immédiate
de ce méme résultat et de la symétrie. O

Proposition 1.3.31— Toute extension anodine est une équivalence faible.

Démonstration. — Soient j : K — L une extension anodine, et 1" un objet fibrant
de A. 1l s’agit de montrer que I'application

j* . Homhj(A) (L, T) e Homhj(A) (K, T)
est bijective. La surjectivité est immédiate : soit k : K —= T une fleche de A. 1l existe

un relevement [ de j sous k :

K —~
| A
L
On a donc 'égalité j*1 = k.

Pour montrer l'injectivité, on considere deux fleches lp,l; : L —= T telles que
loj = l1j dans hy(A). Par le lemme 1.3.30, il existe un morphisme h: I@ K — T tel
que hd% = loj et hdk = l1j. On en déduit une fleche u : I® K UJI ® L —= T, définie
par u = (h, (lg, 1)), et comme grice a la condition An2, IQ KUJI QL —= I ® L est
une extension anodine, on a le relevement suivant :

T

IQKUIIQL—=T

|

I®L
On a donc les égalités HOF = ., pour € = 0, 1, autrement dit, lp = I; dans h3(A). O
Lemme 1.3.32— Soit f : X — Y une fléeche de g, les préfaisceaux X et'Y étant

fibrants. Pour que le morphisme f soit une équivalence faible, il faut et il suffit qu’il
soit une J-équivalence d’homotopie (i.e. que Q(f) soit un isomorphisme de hz(A)).

Démonstration. — Il est immédiat que c’est une condition suffisante. Réciproque-
ment, supposons que f soit une équivalence faible, et notons h%(A) la sous-catégorie
pleine de hy(A) formée des objets fibrants. Par hypotheése, 'image Q(f) de f dans
hy(A) est une fleche de h%(A), et pour tout objet 7" de h%(A), 'application

Q(f)* : HOth (A) (Y, T) — Hoth(A) (X, T)
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est bijective. Le lemme de Yoneda implique que Q(f) est un isomorphisme de h%(A),
donc aussi de h3(A), ce qui prouve le lemme. O

Lemme 1.3.33— Soit p: X — Y wune fibration naive. Les conditions suivantes sont
équivalentes.

(a) La fleche p est une fibration triviale.
(b) La fléche p est le dual d’un rétracte par déformation fort.

Démonstration. — L’implication (a) = (b) résulte de la proposition 1.3.26.

Il reste donc & montrer 'implication (b) = (a). On se donne donc des morphismes
s:Y —Xetk: I®X — X tels que ps = 1y, k0% = 1x, kd% = sp, et pk = po,
et on veut montrer que p est une fibration triviale. On considére un monomorphisme
i: K — L, et un carré commutatif dans ﬁ,

K
L

dont on va montrer qu’il admet un relévement [. Les égalités k(1; ® a)dk = kdka =
spa = sbi permettent de définir une fleche (k(1;®a), sb) : IRKU{1}®@L — X, et les
égalités psb = b = bo 0} et pk(l; ® a) = poy (1] ® a) = paoy = bioy = bo (1] ®1)
montrent que le carré ci-dessous est commutatif.

a
—_—

b

-
b

B ——
b

~

I KU{1}®L (ks @a), 5b)

X
I®L L Y
L b

Comme en vertu de la condition Anl, j est une extension anodine, ce carré admet un
relevement h: I ® L — X. On pose [ = hd?. Alors on a pl = phd? = bo; 99 =b et
li=hdli=h(1l; ®i)0% =k(1; ® a)0% = kd%a = a, ce qui prouve I'assertion. O

Lemme 1.3.34— Une fibration naive de but fibrant est une équivalence faible si et
seulement si c’est une fibration triviale.

Démonstration. — Soit p : X — Y une fibration naive de but fibrant, et supposons
que p soit une équivalence faible. Par le lemme 1.3.32, p est alors une J-équivalence
d’homotopie (i.e. Q(p) est un isomorphisme), et il résulte du lemme 1.3.30 qu’il existe
une fleche t 1 Y — X, et une fleche k : IQY —= Y, telles que k09 = 1y et kO = pt.
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On a donc un carré commutatif

y ——=x

a;l P

I®Yk—>y

qui admet un relevement k' : I @ Y —= X. On pose s = k’'0%.. Alors ps = pk'dy, =
kdY = 1y. D’autre part, comme Q(p) est un isomorphisme, on a aussi Q(s)Q(p) = 1x,
et donc par le lemme 1.3.30, il existe une J-homotopie de 1x vers sp. On se donne
donc une fleche h : I ® X —= X telle que hd% = 1x et hd% = sp. On a alors un
carré commutatif

ok
X ——— T2l ®X
12 ~0x 10y 1
X1 X IRXUUI®X
(89(,8;>l l(h,spm
I®X Spo x X ’

ce qui définit une fleche (spoy, (h, sph)) : {1} @I @ X UIT®II®X — X. On a
d’autre part les relations

pspoy = phdxox = ph(l; ® ox)digx
p(h, sph) = (ph,ph) = ph(l; ® ox)(1r © 9%, 11 ® dx) ,
ce qui montre la commutativité du carré suivant,

(spox, (h, sph))

(1}l XUul®dl®X X
(‘9}®Xv(11®69<111®6)1<))l lp
IQIX ——IRX—>X—>Y J

11®0 h P

ce dernier admettant un relevement H : I ® I @ X — X. On pose K = H0 .
Alors on a

Ko% = HOJox 0% = H(1; ® 0%)0% = hok = 1x ,
K0y = HOjgx0x = H(1; ® 9x)0% = sphdx = sp ,
pK = pHdpgx = ph(1; @ 0x )05 x = phdiox = pox .
Le lemme 1.3.33 montre que p est une fibration triviale. La réciproque résulte de la

proposition 1.3.27. O

Corollaire 1.3.35 — Une cofibration de but fibrant est une équivalence faible si et
seulement si c’est une extension anodine.
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Démonstration. — Comme en vertu de la proposition 1.3.31 toute extension anodine
est une équivalence faible, il suffit de montrer qu'une cofibration ¢ de but fibrant qui
est une équivalence faible est une extension anodine. On factorise ¢ en i = ¢j, ou
Jj est une extension anodine, et ol ¢ est une fibration naive (cf. proposition 1.3.29).
Comme j est en particulier une équivalence faible, il en est de méme de ¢, et par
la proposition ci-dessus, ¢ est une fibration triviale. On en déduit que g vérifie la
propriété de relevement a droite relativement a 4, et par le lemme du rétracte, 7 est
un rétracte de j, ce qui montre que ¢ est une extension anodine. o

Proposition 1.3.36 — Une cofibration est une équivalence faible si et seulement si elle
vérifie la propriété de relévement a gauche relativement a la classe des fibrations naives
de but fibrant. En particulier, toute fibration naive de but fibrant est une fibration, et
pour tout préfaisceau X sur A, l'unique fleche X — € de X wvers l'objet final de A
est une fibration si et seulement si X est fibrant.

Démonstration. — Soit i : K — L une cofibration. Il existe une extension anodine de
but fibrant j : L — L’ (par la proposition 1.3.29, en factorisant 'unique morphisme
L—c¢ g)a et en vertu du corollaire 1.3.35, ¢ est une équivalence faible si et seulement
si ji est une extension anodine.

Supposons que ¢ soit une équivalence faible, et considérons un carré commutatif

K——=X
(1.3.36.1) z‘l J/p

==y

ou la fleche p est une fibration naive de but fibrant. On veut montrer qu’il admet un
relevement. Comme Y est fibrant, et comme j est une extension anodine, il existe un
morphisme o' : L' — Y tel que ¥’ = b. On obtient un carré commutatif

K—=X
(1.3.36.2) jil J{p

L T> Y )

lequel admet un relevement [ : L’ —= X. On a alors les égalités [ji = a et
plj = b'j = b. Le morphisme [j est donc un relevement du carré (1.3.36.1).

Réciproquement, si ¢ vérifie la propriété de relevement a gauche relativement a la
classe des fibrations naives de but fibrant, on factorise ji en ji = pk, ou k : K — K’
est une extension anodine, et p : K/ — L’ est une fibration naive (1.3.29). Vu que i et
j vérifient la propriété de relevement a gauche relativement a p, il en est de méme de
7. On en déduit que ji est un rétracte de k, et donc que c’est une extension anodine.
Par conséquent, i est une équivalence faible. O
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Corollaire 1.3.37 — Les cofibrations triviales sont stables par compositions transfinies
et par images directes.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la proposition précédente et de la
remarque 1.2.20. O

Lemme 1.3.38— Tout rétracte par déformation fort est une extension anodine.

Démonstration. — Soit ¢ : K — L un rétracte par déformation fort. Alors par dé-
finition, il existe des morphismes r : L — K, h : I ® L — L, tels que ri = 1k,
hd® =1p, hof =ir, et h(l; ® i) = o, (17 ®i). Considérons un carré commutatif

K——=X
L—U>Y 5

dans lequel p est une fibration naive, et montrons qu’il admet un relevement. On
remarque qu’on a
puo = viog =vop (1l ®i) =vh(l; ®1) ,

pur = vir = vhoj, |

d’ou1 un carré commutatif

IeKU{1}®L (W ur) X
| lp
I®L vh Y ’

ce dernier admettant un relevement &k : I ® L — X. On pose [ = kd?. On a alors
li = k8% = k(1] ® i)0% = uop 0% = u, et pl = pkd? = vhd? = v, ce qui prouve
I’assertion. O

Lemme 1.3.39— Toute extension anodine de source et de but fibrants est un rétracte
par déformation fort.

Démonstration. — Soit ¢ : K — L une extension anodine de source et de but fi-
brants. Comme K est fibrant on obtient un relévement

K5 i

[

L )
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ce qui permet de définir le morphisme (ioy, (11, ir)) : I@ KU ® L —I® L.
Comme L est fibrant, on en déduit un relevement h

(iog, (1L, ir))

I®KUdI®L L

| h

I®L

Alors on a hd? =1y, hdl =ir, et h(1; ®14) =ioy, =0, (1; ®1i), ce qui prouve que i
est un rétracte par déformation fort. O

L’énoncé suivant, ainsi que sa démonstration, sont directement inspirés de leurs
analogues dans [72].

Proposition 1.3.40 — Pour tout cardinal assez grand «, si on pose B = 2%, pour
toute cofibration triviale v : C' —= D, et pour tout sous-objet B-accessible J de D, il
existe un sous-objet B-accessible K de D, qui contient J, tel que l’inclusion canonique
CNK — K soit une cofibration triviale.

Démonstration. — En vertu de la condition An0Q des extensions anodines, il existe
un ensemble A d’extensions anodines tel que An = [(r(A)). On va utiliser la proposi-
tion 1.2.35, appliquée au foncteur L : A —> A défini & partir de ’ensemble A = A et
d’un ensemble bien ordonné bien choisi, tel que pour tout préfaisceau X sur A, LX
soit fibrant. (Pour cela, il suffit de prendre un ensemble bien ordonné ~-filtrant, pour
un cardinal infini 7 tel que toute source d’'une fleche de A soit v-accessible; voir la
section sur 'argument du petit objet dans [74] pour plus de détails). On reprendra les
mémes notations que celles de 1.2.35. En vertu des propositions 1.2.15, 1.2.17 et 1.2.35
on a les propriétés suivantes :

(a) le foncteur L respecte les monomorphismes;

(b) si X — Z et Y — Z sont deux monomorphismes de X, la fleche canonique
L(XNY)— L(X)NL(Y) est un isomorphisme;

(¢) les foncteurs L et I sont accessibles. Par conséquent, il existe un cardinal ag tel
que pour tout cardinal o > ayg, les foncteurs L et I soient a-accessibles, et si § = 29,
alors L et I envoient tout objet (B-accessible de A sur un objet B-accessible;

(d) il existe un cardinal By tel que pour tout cardinal 5 > Sy, tout préfaisceau X
sur A soit la réunion S-filtrante de ses sous-objets (-accessibles;

(e) il existe un morphisme de foncteurs [ : 17 —= L tel que pour tout préfaiscean
X sur A, lx soit une extension anodine.
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Considérons une cofibration triviale 7 : C' —= D. On a alors un carré commutatif

c—<~rc

D——LD
Ip

Il résulte des propriétés (a) et (e) ci-dessus que Li est une cofibration triviale, et
comme elle est de source et de but fibrants, le corollaire 1.3.35 et le lemme 1.3.39
impliquent que c’est un rétracte par déformation fort. Il existe donc des morphismes
r:LD—LC,et h:I®LD— LD, tels que rLi = 110, h@gD = 15p, haiD =
L@i)r, et h(1; ® Li) = 0, (11 ® Li).

On choisit un cardinal infini « assez grand (i.e. majorant les cardinaux ag et Gy
des conditions (¢) et (d) ci-dessus), on note a™ le cardinal successeur de «, vu comme
un ensemble bien ordonné, puis on pose 3 = 2%. On sait que ot est un ensemble
ordonné a-filtrant, et que a™ < 3.

On se donne un sous-objet (G-accessible J de D. On va construire une suite de
sous-objets (-accessibles de D

KOC"'CK'ch’Y‘FlC“.CD’ ")/EOé+,

telle que K contienne J, et telle que pour tout v € a™, si 'on note j, : K, — D
I'inclusion, on ait une factorisation k-

[®LK,~ "7 ~ LK,
(1.3.40.1) 11®L(j7)t jL(jwl)

I®LDh4>LD

du morphisme h(1; ® Lj,) par LK1 (nécessairement unique, puisqu’en vertu de la
condition (a), la fleche L(j,41) est un monomorphisme). Pour cela, on procede par
récurrence transfinie. Pour v = 0, on pose Ky = J. Si~y > 0, et si on a construit les K/
pour tout v’ < «, on pose K'Iy = HLD)’Y'<V
la proposition 1.2.10, ainsi que I ® LK’ , par la condition (c). Comme en vertu de la
propriété (d), D est la réunion S-filtrante de ses sous-objets S-accessibles, et comme
le foncteur L est (3-accessible et respecte les monomorphismes, LD est la réunion
B-filtrante de ses sous-objets de la forme LD’, D’ sous-objet (-accessible de D. On

en déduit que le composé de 'inclusion I ® LK,’Y — I ® LD et du morphisme h :

K. Alors K'/v est toujours (J-accessible par

I ® LD — LD se factorise par un sous-objet LK de LD, avec K/ sous-préfaisceau
f-accessible de D. On pose enfin K, = K/ U K, ce qui acheve la construction de la
suite K, v € at.
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Soit K = lim . . K. La proposition 1.2.10 montre que K est un objet [-
YEQ
accessible. Grace a I'a-accessibilité de L et de I, on a les identifications suivantes
LK = lim LK,, e [I®LK= lim I®LK, .
yEat yEat

Le carré 1.3.40.1 permet donc d’obtenir par passage a la limite inductive un carré
commutatif

IQLK X~ LK

1I®le lLJ

I®LDh—>LD ’

ol k est la limite inductive des morphismes k., et j : K — D l'inclusion.
On remarque que pour tout v € a*, on a les égalités :

L(i)rL(jy) = hdppL(jy) = (11 ® L(jy) 01k, = L(jr+1)k- 0Lk,

d’ol1 'existence d’une unique fleche s, : LK, — LC' N LK, rendant commutatif

1
LK, kyOr k.,
~ Sy
~

A
LC N LK,YJ,_l —— LK’y+1

l J/ijﬂ

LC LD

le diagramme

(1.3.40.2)
rLjy

Li
Gréce a l'universalité des limites inductives dans A, & 'a-accessibilité de L, et a la
propriété (b) ci dessus, on a les identifications suivantes

CNK=lim CNK,, et LCNK)= lim LCNLK, .
— —_
yeat yeat

Le diagramme 1.3.40.2 permet donc d’obtenir par passage a la limite inductive un

LK ko7
~N
~ S
~N
A

LICNEK) L1k

rLj Lj,l le

LCT>LD ’

diagramme commutatif

ou s est la limite inductive des morphismes s, et ¢/ : CNK — K, j: CNK — C
sont les inclusions.
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On en déduit que kOi ;- = L(i')s, ainsi que les égalités
L(j")sL(i') = rL(j)L(i") = rL(i)L(j") = L(j") ,
L(j)k0} = h(11 ® L(j))9Lx = hdp pL(j) = L(j) ,
L(j)k(l; ® Li') = h(1; ® Lj)(1; ® Li') = h(1; ® Li)(1; ® Lj")
=op(lr®@Li)(1; ® Lj") = opp(1r ® Lj)(1r ® Li')
= L(j)opx(lr ® Li) .
Comme en vertu de la propriété (a), L(j) et L(j’) sont des monomorphismes, on a
done sL(i') = 1pcnk), k07 = 1Lk, et k(17 ® Li') = o, (17 ® Li’), ce qui prouve

que inclusion L(i') : L(CNK) — LK est un rétracte par déformation fort, et donc
une équivalence faible (et méme une extension anodine par le lemme 1.3.38). Le carré

commutatif
KNC—X<CL(KNC)
i/l lLi/
K — LK
montre alors que le morphisme C' N K — K est une cofibration triviale. o

Remarque 1.3.41— Au cours de la démonstration de la proposition précédente, on a
vu que toute cofibration triviale i : C' — D s’inseére dans un diagramme commutatif

c—1scr

D—k>D/ ’

avec ', j, k des extensions anodines, et C’, D’ des objets fibrants (prendre C' = LC,
D'=LD,¢ =1LI,j=lc, k=1p). En particulier, la classe des cofibrations triviales
est la plus petite classe C de fleches de A contenant la classe des extensions anodines
An et tellequesiu: X — Y, v:Y — Z est un couple de morphismes composables
de E, et si v et vu sont dans C, alors u l'est aussi.

Proposition 1.3.42— II ewiste un ensemble N de cofibrations triviales, tel que
I(r(N)) = Cof NW.

Démonstration. — En vertu des propositions 1.3.40 et 1.2.15, et du corollaire 1.3.37,
cela résulte du lemme 1.2.24, appliqué a la classe C = Cof N W, et & la classe D =
Accq(A) des préfaisceaux a-accessibles pour un cardinal « assez grand. O

Corollaire 1.3.43 — 1Ii existe une factorisation fonctorielle de toute fleche f de Aen
f =qj, ot j est une cofibration triviale, et ou q est une fibration.
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Démonstration. — Cela résulte de la proposition 1.3.42 et de I’argument du petit
objet. O

1.3.44 — Ceci acheve, en vertu de la remarque 1.3.28, la démonstration du théo-
réme 1.3.22 affirmant que (A4, W, Fib, Cof) est une catégorie de modeles fermée & en-
gendrement cofibrant.

Scholie 1.3.45— Soit f : X — Y une fleche de A. En vertu du lemme 1.3.29, il
existe une extension anodine j : Y —= Y” de but fibrant, et une décomposition j f = pi
de jf en une extension anodine ¢ suivie d’une fibration naive p. De plus, par la
proposition 1.3.36, p est une fibration. On a donc un carré commutatif

X —> X’

o)

Y ——=Y’ ’

avec i, j des extensions anodines, p une fibration, et X', Y’ des objets fibrants. Si f
est une équivalence faible, il en est de méme de p qui est donc par les propositions
1.3.26 et 1.3.27 le dual d’un rétracte par déformation fort, et admet en particulier
une section s. Le morphisme s est une cofibration triviale, et comme X’ et Y’ sont
fibrants, il résulte du corollaire 1.3.35 que s est une extension anodine. Finalement,
toute équivalence faible f : X — Y s’insere dans un diagramme

X —= X’

fl pl>\s pl:jfv ps:lY’v

Y —Y’
J

avec 1, j, s des extensions anodines, p une fibration triviale, et X’, Y’ des objets
fibrants. En particulier, la classe W des équivalences faibles est la plus petite classe de
fleches de A satisfaisant & la propriété de « deux sur trois » (axiome CM2) et contenant
la classe An des extensions anodines. On en déduit un isomorphisme des catégories
localisées

AnlA—— w14

induit par I'inclusion An C W.

Remarque 1.3.46— 1l est naturel de se demander si toute cofibration triviale est une
extension anodine. La réponse est négative en général ; nous proposons en exercice au
lecteur de vérifier que [64, chap. X, remarque 2.4] se traduit en un contre-exemple.
Nous allons malgré tout dégager des conditions nécessaires et suffisantes pour que cela
soit le cas.
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Proposition 1.3.47 — Soit A une petite catégorie munie d’une structure homotopique
(3,An). On considére la structure de catégorie de modéles fermée sur A définie par
celle-ci. Les assertions sutvantes sont équivalentes.

(a) Toute cofibration triviale est une extension anodine.

(b) Toute fibration naive est une fibration.

(c) Toute fibration naive qui est aussi une équivalence faible est une fibration tri-
viale.

(d) Toute fibration naive p admet une factorisation de la forme p = qj, ot q est
une fibration, et ot j est une extension anodine.

Démonstration. — L’implication (a) = (b) se vérifie immédiatement en considérant
les propriétés de relevement correspondantes, et 'implication (b) = (c¢) est évidente.

Vérifions (¢) = (d). Soit p une fibration naive. On peut factoriser p en p = 74, ou
r est une fibration et 7 une cofibration triviale, puis factoriser ¢ en i = sj, ou s est une
fibration naive, et j une extension anodine. Comme s est une équivalence faible, c’est
une fibration triviale, et donc en particulier une fibration. Par conséquent, ¢ = rs est
une fibration.

Il ne reste donc plus qu’a prouver que (d) = (a). Si ¢ est une cofibration triviale, on
la factorise en ¢ = ¢j, ou ¢ est une fibration naive, et ou j est une extension anodine,
puis on factorise ¢ en une extension anodine k, suivie d’une fibration r. On obtient
ainsi une factorisation de ¢ en une extension anodine suivie d’une fibration, ce qui
permet de conclure grace au lemme du rétracte. o

Définition 1.3.48 — On dira qu’une structure homotopique (J,An) est compléte, si
les propriétés équivalentes de la proposition ci dessus sont satisfaites. On dira aussi
dans ce cas que la classe des extensions anodines An est compléte, et si la structure
homotopique (J,An) est engendrée par une donnée homotopique (J,S5), que cette
derniere est compleéte.

Remarque 1.3.49— Soient A une petite catégorie, et (J, An) une structure homoto-
pique sur A. Si An désigne la classe Cof "W des cofibrations triviales de la catégorie
de modeles fermée définie par cette structure homotopique, et J = (I,0°,9",5) une
donnée homotopique élémentaire telle que pour tout préfaisceau X sur A, la fleche
0% : X —1® X, e =0, 1, soit une cofibration triviale (par exemple J = J)), alors
(3, An) est une structure homotopique complete, définissant la méme catégorie de mo-
deles fermée. En effet, en vertu de la proposition 1.3.42 et du lemme 1.3.16, la classe
An = Cof N'W satisfait aux conditions An0, Anl, et An2 des extensions anodines, et
la coincidence des deux structures de catégorie de modeles fermée résulte facilement
de la proposition 1.3.36.
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1.3.50 — Soient A une petite catégorie et X un objet de A. On rappelle que le
foncteur canonique

—_— o~ {ZIX o~
A/X ~A)X — 4

est fidele, commute aux produits fibrés et aux petites limites inductives. En particulier,

K\j/L

de IZ/ X est un monomorphisme (resp. un épimorphisme) de g/ X si et seulement si

un morphisme

f est un monomorphisme (resp. un épimorphisme) de A, et un carré commutatif de
A/X est cartésien (resp. cocartésien) si et seulement si son image par Ux lest.
Un cylindre fonctoriel J = (I,0%, 9!, o) sur A définit un cylindre fonctoriel

/X =(I/X,0°/X,0"/X,0/X)
sur A/X comme suit : pour tout objet (K, k : K —= X) de A/X, on pose
(I/X)(K, k) = (I(K), kog : I(K) — X) ,

et on remarque que le diagramme

9% .
K I(K)——K
D%
ko
k k
X

est commutatif. Ainsi, on pose

(/X)) k=0, =01, @/ X) kp) =K -

Grace a la fidélité et aux propriétés d’exactitude de Uy, on vérifie aussitot que si J
est une donnée homotopique élémentaire, il en est de méme de J/X.

1.3.51 — Soient A une petite catégorie, et X un préfaisceau sur A. Si F est une
classe de fleches de A, on note F/X la classe des fleches de A/ X de la forme

f

K——1L

\X

)

ou ferF.
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Lemme 1.3.52— Pour toute partie F de F1 A, on a Uégalité v(F /X) = r(F)/X,
et si F est stable par changements de base, on a I(F/X) = U(F)/X. En particulier,
pour toute classe de fleches F de A, on o l(r(F /X)) =1(r(F))/X.

Démonstration. — Soit F une classe de floches de A. 11 est immédiat que r(F /X) =

r(F)/X, et que l(F)/X CI(F/X). Supposons que F soit stable par changements de
base, et montrons qu’alors on a aussi I'inclusion [(F/X) C I(¥)/X. Soient une fleche
de A/X appartenant a [(F/X), et un carré commutatif de A

K—1-1 K—=Y
\/ et fl/ lp
LTZ )

avec p dans F. Il s’agit de montrer que ce carré admet un relevement. La stabilité de F
par changements de base permet de se ramener au cas ou Z = L et b = 1. Mais alors
ce carré peut étre considéré comme un carré commutatif de j/ X, et le relevement
existe par hypothese, ce qui pouve 'assertion. La derniere affirmation résulte des deux
premieres, et de la stabilité de r(F) par changements de base. O

Dans la suite, on se fize une petite catégorie A, une structure homotopique (J,An)
sur A, et on garde les notations de 1.3.21.

Proposition 1.3.53 — Pour tout préfaisceau X sur A, le couple (3J/X, An/X) est une
structure homotopique sur A/X. De plus, si A est un ensemble de monomorphismes
de A tel que An = I(r(A)), alors (3/X, A/X) est une donnée homotopique sur A/ X
qui engendre la structure homotopique (J/X, An/X).

Démonstration. — 11 est immédiat que An/X satisfait aux conditions Anl et An2
des extensions anodines. Si A est un ensemble de monomorphismes de A tel que
An = [(r(A)), le lemme précédent implique que An/X = I(r(A/X)), ce qui prouve la
condition An0 pour An/X, et démontre la derniére assertion. O

1.3.54 — On dira que (J/X, An/X) est la structure homotopique induite sur A/X
par la structure homotopique (J, An) sur A. Sil’on note avec un indice X les classes des
extensions anodines, fibrations naives, cofibrations, fibrations, et équivalences faibles,
relatives & la structure homotopique induite sur A/ X, on a

Anx =An/X | FibNx = FibN/X ,
(1.3.54.1)  Cofx = Cof /X, Fibx "Wx = (FibNnW)/X
Wx cW/X | Cofx NWx C (Cof NW)/X | Fib/X C Fibx ,
et en particulier, les objets fibrants de X/X sont simplement les fibrations naives

de but X. En effet, les quatre égalités sont évidentes (la premiere par définition, la
troisieme par les propriétés d’exactitude du foncteur Uy, la deuxieme et la quatrieme
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par le lemme 1.3.52). Montrons U'inclusion Wx € W/X. On a Anx = An/X C W/X|
et W/X satisfait & la condition de « deux sur trois » (axiome CM2). Comme Wx est
la plus petite classe de fleches de A /X contenant Anx et satisfaisant a la propriété de
«deux sur trois » (scholie 1.3.45), cela prouve 'assertion. Les deux autres inclusions
en résultent. En vertu du théoréme 1.3.22, (A\/X, Wx, Fibx, Cofx) est une catégorie
de modeles fermée, a engendrement cofibrant. On appellera X -équivalences faibles les
équivalences faibles de cette structure, autrement dit, les éléments de Wx .

Définition 1.3.55 — On dit qu’un morphisme f : K — L de A est une équivalence
faible absolue (relativement a la structure homotopique (J,An)) si pour tout préfais-
ceau X sur A, et toute fleche [ : L — X de A, le morphisme

K——1L

Y,

X

de A /X est une X-équivalence faible. On note W® la classe des équivalences faibles
absolues.

On a des inclusions évidentes An C W* C W, et il résulte de 1.3.54.1 que les
fibrations triviales sont des équivalences faibles absolues.

Proposition 1.3.56 — On a les égalités An = Cof NW® et Fib MW = FibN N W¢.

Démonstration. — L’inclusion An C Cof N W?® est évidente. Réciproquement, soit
f: X —Y dans Cof "W, Alors f : (X, f) — (Y, 1y) est une cofibration triviale
de but fibrant de E/ Y, donc en vertu du corollaire 1.3.35, une extension anodine de
E/Y. On en déduit que f: X — Y est une extension anodine de A.

De méme, l'inclusion Fib "W C FibN N W% est évidente. Réciproquement, soit
f: X — Y dans FibNNW?. Il résulte de 1.3.54.1 que f : (X, f) —= (Y, 1y ) est une fi-
bration naive de but fibrant de /Al/ Y, qui est une Y-équivalence faible. Le lemme 1.3.34
implique alors que c’est une fibration triviale de /Al/ Y. On en déduit par 1.3.54.1 que
f: X —= Y est une fibration triviale de A. O

Proposition 1.3.57 — La classe des équivalences faibles absolues W de A est la plus
petite classe C de fleches de A satisfaisant aux conditions suivantes :

(a) C est stable par composition ;
(b) si f: X —Y,g:Y —= Z est un couple de morphismes composables de A,
et si f et gf sont dans C, il en est de méme de g ;

(c) An C C.

De plus, la classe W est formée exactement des fleches de A qui se décomposent en
une extension anodine, suivie d’une fibration triviale.
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Démonstration. — Montrons d’abord que la classe des équivalences faibles absolues
satisfait aux conditions (a), (b), (¢). Soit f : X —Y, g : Y — Z un couple de
morphismes composables de A , et supposons que f soit une équivalence faible absolue.
Pour tout préfaisceau T' sur A et tout morphisme de préfaisceaux h : Z — T, la fleche
f (X, hgf) — (Y,hg) de A/T est une T-équivalence faible. On en déduit que la
fleche g : (Y, hg) —= (Z,h) de A/T est une T-équivalence faible si et seulement si la
fleche composée gf : (X, hgf) — (Z,h) Vest. 1l s’ensuit que g est une équivalence
faible absolue si et seulement si gf 'est, ce qui prouve les conditions (a) et (b). La
condition (c) est évidente.

Montrons ensuite qu’une fleche de A est une équivalence faible absolue si et seule-
ment si elle se décompose en une extension anodine, suivie d’une fibration triviale.
Soit donc f une équivalence faible absolue. Le morphisme f se décompose en une
extension anodine 4, suivie d’une fibration naive p. En vertu de la condition (b), p est
une équivalence faible absolue, et il résulte donc de 1'égalité Fib "W = FibN N W¢
de la proposition 1.3.56 que p est une fibration triviale. La réciproque résulte de la
condition (a), et des inclusions An C W® et FibNn'W C We.

Soit maintenant C une classe de fleches de A satisfaisant aux conditions (a), (),
(¢), et montrons que W* C C. En vertu de ce qui préceéde et des conditions (a) et
(¢), il suffit de montrer que C contient les fibrations triviales. Or, il résulte de la
proposition 1.3.26 que toute fibration triviale p : X — Y admet une section s :
Y — X, qui est un rétracte par déformation fort. Le lemme 1.3.38 implique alors
que s est une extension anodine. Comme 1y est aussi une extension anodine, il résulte
des conditions (b) et (¢) que p est dans C, ce qui achéve la démonstration. o

Corollaire 1.3.58 — Soit f : X — Y, g: Y —= Z un couple de morphismes compo-
sables de A. Si f et gf sont des extensions anodines et g une cofibration, alors g est
une extension anodine.

Démonstration. — Supposont que f et gf soient des extensions anodines et g une
cofibration. Les morphismes f et gf sont alors des équivalences faibles absolues, et il
résulte de la condition (b) de la proposition précédente qu’il en est de méme de g. Le
corollaire résulte alors de 1’égalité An = Cof "W de la proposition 1.3.56. O

Corollaire 1.3.59 — Soient (3, .5) une donnée homotopique sur A engendrant la struc-
ture homotopique (J,An), et M un modéle cellulaire de A. Alors la classe An des
extensions anodines est la plus petite classe C de fleches de A vérifiant les conditions
de stabilité sutvantes.

(a) La classe C est stable par images directes, par compositions transfinies, et par
rétractes.

(b) Si f: X —Y etg:Y — Z sont deuz monomorphismes composables de /Al,
et si f et gf sont dans C, alors g est dans C.
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(¢c) Pour tout préfaisceau X sur A, source ou but d’une fléche appartenant & M,
les inclusions 0% : X —1® X, e =0,1, sont dans C, et S C C.

Démonstration. — Si C est une classe de floches de A satisfaisant aux conditions (a),
(b), et (c) ci-dessus, la proposition 1.1.16, appliquée aux foncteurs F' = 13, G = 1,
aux morphismes de foncteurs 9%, e = 0, 1, et a la classe C N Cof, implique en vertu
du lemme 1.2.30, que pour tout préfaisceau X sur A les inclusions 9% : X — I ® X,
e = 0,1, sont dans C. Le corollaire résulte donc du lemme 1.3.16, de la proposi-
tion 1.3.13, et du corollaire précédent. O

Proposition 1.3.60 — La classe W* des équivalences faibles absolues est saturée par
monomorphismes (cf. 1.1.14).

Démonstration. — La proposition résulte de [74, corollaire 5.1.6 et lemme 5.2.6] ap-
pliqués aux catégories de modeles fermées (A/ X, Wx, Fibx, Cof x ), pour X préfaisceau
arbitraire sur A. O

La proposition suivante complete la proposition 1.3.47.

Proposition 1.3.61 — Les conditions suivantes sont équivalentes.

(a) Toute cofibration triviale de A est une extension anodine (i-e. la structure ho-
motopique (J,An) est compléte).

(b) Pour tout préfaisceau X sur A, les X -équivalences faibles sont les fleches de
E/X dont image par le foncteur d’oubli vers A est une équivalence faible.

(c) Toute équivalence faible est une équivalence faible absolue.

Démonstration. — L’équivalence des conditions (b) et (¢) est tautologique, et I'impli-
cation (¢) = (a) résulte aussitot de la proposition 1.3.56. Comme la classe W des équi-
valences faibles est formée des fleches qui se décomposent en une cofibration triviale
suivie d’une fibration tiviale, 'implication (a) = (c¢) résulte de la proposition 1.3.57.

O

Scholie 1.3.62— Soit C une classe de fleches de A. Considérons les trois conditions
élémentaires composant la propriété de « deux sur trois » pour C' : Pour tout couple
de fleches composables f: X —Y , g:Y — Z de A, on a :

(a) si f et g sont dans C, il en est de méme pour gf ;
(b) sig et gf sont dans C, il en est de méme pour f ;
(c) si f et gf sont dans C, il en est de méme pour g ;
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On a un carré commutatif d’inclusions

Cof "W

An/ \ W
S

et on a vu en 1.3.41 (resp. 1.3.57, resp. 1.3.45) que la classe Cof N W (resp. W9,
resp. W) est la plus petite classe de fleches de A contenant An et satisfaisant i la
propriété (b) (resp. aux propriétés (a) et (c¢), resp. aux propriétés (a), (b), et (c)).
Les considérations du scholie 1.3.45 impliquent aussi que la classe W est la plus petite
classe de fleches de A satisfaisant & la condition (b) (resp. aux conditions (a) et (c)),
et contenant la classe W® (resp. la classe Cof N W). De plus, on peut remarquer que
dans tout ce qui précede la condition (¢) peut étre remplacée par la condition (plus
faible) :

(c) si f est dans C, et si Z = X et gf = 1x, alors g est aussi dans C;
ou par la condition de nature différente :

(d) toute fibration triviale est dans C.

Ceci nous amene a la section suivante, et a la notion de A-localisateur.

1.4. A-localisateurs

Dans cette section, on va mettre en lumiere le lien entre les notions de donnée
homotopique et de A-localisateur.

Définition 1.4.1 — Soit A une petite catégorie. Un A-localisateur est une classe de
fleches W de A satisfaisant aux axiomes suivants.

L1 Sidans un triangle commutatif de g, deux des fleches sont dans W, la troisieme
est dans W.

L2 Toute fibration triviale est dans W.

L3 La classe des monomorphismes de A qui sont dans W est stable par images
directes et par compositions transfinies.

On appellera W-équivalences les éléments de W. Si S est une classe de fleches de ﬁ, le
A-localisateur engendré par S, noté W(S), est 'intersection de tous les A-localisateurs
contenant S. Un A-localisateur est accessible s’il est engendré par un ensemble de
flaches de A. Le A-localisateur minimal est le A-localisateur W(2).

Proposition 1.4.2 — Soient A une petite catégorie, (J, An) une structure homotopique
sur A, et W la classe des équivalences faibles de la structure de catégorie de modéles
fermée sur A obtenue partir de (J,An) par le théoréme 1.3.22. Alors W est un A-
localisateur accessible. Plus précisément, si A est un ensemble générateur de la classe
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des extensions anodines (i.e. un ensemble de fleches de A tel que An = 1(r(A))), alors
W = W(A). En particulier, si (J3,5) est une donnée homotopique qui engendre la struc-

ture homotopique (3, An), et M un modéle cellulaire de A, alors W = W(A5(S, M)).

Démonstration. — La classe W des équivalences faibles définies par la structure ho-
motopique (J, An) est un A-localisateur en vertu de la proposition 1.3.27 et du corol-
laire 1.3.37. Si A est un ensemble générateur des extensions anodines, les inclusions
A C An C W, et la minimalité de W(A) parmi les A-localisateurs contenant A, im-
pliquent l'inclusion W(A) C W.

Soit f : X —Y un élément de W. Par une double application de la proposi-
tion 1.3.29, on construit un carré commutatif

X —=x

|k

Y ——Y' ’

ot f/ est une fibration naive de but fibrant, et ¢, j sont des composés transfinis d’images
directes d’éléments de A. Alors en vertu de la propriété L3 des localisateurs, les mor-
phismes i et j sont des éléments de W(A). D’autre part, il résulte du lemme 1.3.34
que f’ est une fibration triviale. Par la condition L2, f’ est un élément de W(A), et
par L1 il en est de méme de f, ce qui prouve 'inclusion W C W(A). On en déduit, en
particulier, que le A-localisateur W est accessible. La derniere assertion résulte de la
proposition 1.3.13 o

Théoréme 1.4.3— Soient A une petite catégorie, et W une partie de Fl A. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes.

(a) La classe W est un A-localisateur accessible.

(b) Il existe un ensemble S de monomorphismes de A tel que W soit la classe
des équivalences faibles de la catégorie de modeles fermée engendrée par la don-
née homotopique (£,5), ot £ désigne le cylindre de Lawvere (cf. exemple 1.3.9 et
théoréme 1.3.22).

(c) Il existe une structure homotopique sur A, telle que W soit la classe des équi-
valences faibles de la catégorie de modeéles fermée définie par cette structure (cf. théo-
réme 1.5.22).

(dl 1l existe une structure de catégorie de modéles fermée a engendrement cofibrant

sur A, dont les équivalences faibles sont les éléments de W, et dont les cofibrations
sont les monomorphismes de A.

En particulier, pour toute petite catégorie A, A admet une structure de catégo-
rie de modeles fermée dont les cofibrations sont les monomorphismes, et dont les
équivalences faibles sont les éléments de W(@), appelée la structure de catégorie de
modeles minimale. Cette structure est engendrée par la donnée homotopique (£, ).
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Démonstration. — Supposons que W soit un A-localisateur accessible, et considérons
un ensemble T de floches de A tel que W = W(T'). On factorise chaque élément f
de T'en f = psiy, ot iy est un monomorphisme, et ou p, est une fibration triviale
(par le corollaire 1.2.28), et on pose S = {i, | f € T'}. Il est clair que W = W(S). La
donnée homotopique (£,5), ot £ = (L, \° A\l pry) est le cylindre de Lawvere (voir
Pexemple 1.3.9), engendre une structure homotopique (£, An). En choisissant un mo-
dele cellulaire M, on définit un ensemble d’extensions anodines Ag(S, M), et il résulte
de la proposition 1.4.2 que la classe des équivalences faibles de la catégorie de modeles
fermée engendrée par la donnée homotopique (£, S) est égale & W(A (S, M)). Vu que
I’objet de Lawvere L est un objet injectif de E, et que W contient toutes les fibra-
tions triviales, ce dernier contient en particulier les projections du type L x X — X,
et donc aussi les morphismes A\ : X — L x X, ¢ = 0, 1. Par suite, il résulte du
lemme 1.3.16 que W contient Ag(S, M), et donc qu’il contient W(Ag(S, M)). Comme
il est clair que S est contenu dans W(A¢ (S, M)), on en déduit que W = W(Ag (S, M)),
ce qui prouve I'implication (@) = (b). L’implication (b) = (c) est immédiate, et I'im-
plication (¢) = (d) est conséquence du théoreme 1.3.22. Si lassertion (d) est vérifiée,
et si £ désigne le cylindre de Lawvere, on vérifie aussitot qu’on a une structure ho-
motopique compléte (£, Cof NW) dont la classe d’équivalences faibles correspondante
n’est autre que W (cela résulte par exemple du scholie 1.3.45). La proposition 1.4.2
montre alors que (d) = (a). O

Remarque 1.4.4— Le théoreme ci-dessus se reformule en disant que W est accessible
si et seulement s’il existe un ensemble J de morphismes de préfaisceaux sur A tel
que I(r(J)) = Cof NW, et que si c’est le cas, 'ensemble J engendre W en tant que
A-localisateur.

1.4.5 — Lorsque W est un A-localisateur accessible, on appellera parfois W-cofibra-
tions triviales les éléments de Cof "W (i.e. les monomorphismes qui sont des W-équi-
valences), et W-fibrations, ou fibrations au sens de W, les éléments de r(Cof "W) (i.e.
les fleches ayant la propriété de relevement a droite relativement aux W-cofibrations
triviales).

Scholie 1.4.6 — Le théoréme 1.4.3 peut étre comparé au théoréeme de J. Smith [6,
theorem 1.7] qui permet de construire des structures de catégorie de modeles fermée
sur une catégorie locallement présentable M (ce qui est trivialement le cas des caté-
gories de préfaisceaux) des que la classe des équivalences faibles est accessible en tant
que sous-classe de la classe des fleches de M (dans le sens défini par exemple dans [1]).
L’intérét du théoreme 1.4.3 est qu’il démontre en particulier qu'un A-localisateur W
est accessible dans le sens de la définition 1.4.1 si et seulement si W est une sous-classe
accessible de la classe des fleches E, ce qui n’est pas évident a priori.

En admettant un axiome de grands cardinaux appelé principe de Vopenka, on peut
démontrer que tout A-localisateur est accessible (voir [27]).
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Corollaire 1.4.7 — Pour toute petite catégorie A, tout A-localisateur est fortement
saturé (1.5.19).

Démonstration. — Lorsque le A-localisateur est accessible, cela résulte du théo-
réme précédent et de [109, chap. I, sec. 5, prop. 1] (ou plus simplement de la
remarque 1.3.24). Dans le cas général, comme tout A-localisateur W est réunion
filtrante des A-localisateurs accessibles W' contenus dans W, la catégorie w14
est limite inductive filtrante des catégories W’ _1;1, ou W' parcourt la classe des
A-localisateurs accessibles contenus dans W. Si une fleche u de A induit un isomor-
phisme dans Wflg, il existe donc un A-localisateur accessible W’ contenu dans W,
tel que u induise un isomorphisme dans W’ _111, ce qui montre le corollaire. o

Corollaire 1.4.8 — Soient A une petite catégorie, W un A-localisateur. Pour toute
fleche f: X —=Y de WL A, il existe deux morphismes g: X —=Z ets:Y — Z
de A, le morphisme s étant une W-équivalence, tels que le diagramme suivant commute

dans WA,

Démonstration. — Comme W~ A est limite inductive filtrante des catégories W’ 71;1,
ou W parcourt la classe des A-localisateurs accessibles contenus dans W (voir preuve
du corollaire précédent), il existe un A-localisateur accessible W' C W, tel que la
fleche f soit I'image d’une fleche de W’ 1A par le foncteur canonique. Or, A admet
une structure de catégorie de modeles fermée dont tous les objets sont cofibrants, et
dont les équivalences faibles sont les W’-équivalences (théoréme 1.4.3), ce qui entraine
lexistence d’une W’-équivalence s : Y —= Z de but W’-fibrant. Mais alors les mor-
phismes de X vers Z dans W’ ~! 4 sont des classes d’homotopie de morphismes de /Al,
ce qui implique 'assertion. o

Corollaire 1.4.9 — Soient A et B deux petites catégories, W un A-localisateur ac-
cessible, et F : A—= B un foncteur commutant auz petites limites inductives et
respectant les monomorphismes. Alors le B-localisateur W' engendré par F(W) est
accessible.

Démonstration. — On note Cof indifféremment la classe des monomorphisme de A
ou B. En vertu du corollaire précédent, il existe un ensemble J de monomorphismes
de A tel que I(r(J)) = Cof NW. On va montrer que W = W(F.J), ce qui prouvera le
corollaire. On a des inclusions évidentes W(F'J) C W/, et F'.J C Cof NW(FJ) (car F
respecte les monomorphismes). Comme F' commute aux petites limites inductives, on
en déduit que F(Cof NW) = F(I(r(J))) C Cof "NW(FJ), et le scholie 1.3.62 implique
alors que F(W) C W(FJ), ce qui achéve la démonstration. O
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Corollaire 1.4.10 — Soient A une petite catégorie, et (W;);cr une famille de A-
localisateurs indexée par un ensemble I. On considére I comme une petite catégorie
discréete, et on définit

W={seFl(AxI) |Viel, s ecW,}.

Alors W est un (A x I)-localisateur, et si pour tout i € I, W, est un A-localisateur
accessible, W est un (A x I)-localisateur accessible.

Démonstration. — 11 est immédiat que W est un (A x I)-localisateur. Si pour tout 4,
W; est accessible, soit S; un ensemble de monomorphismes tel que Cof "W, = 1(r(.5;)),

—

ou Cof désigne la classe de tous les monomorphismes. En identifiant A x I & Al ,ona:
Wr(T] S:) = T11(r(S:)) = T1(Cof NW,) = Cof NW ,
i€l i€l i€l

et il résulte du corollaire 1.4.4 que W est accessible. O

Définition 1.4.11 — Soient A une petite catégorie, W un ensemble de fleches de E, et
X un préfaisceau sur A. Un W-cylindre de X est un cylindre (IX,9° 0',0) de X tel
que la fleche o : I X — X soit un élément de W.

1.4.12 — Soit C une catégorie. On dit qu’une classe W de fleches de C est faiblement
saturée si elle vérifie les axiomes suivants.

FS1 Toute identité de C est dans W.

FS2 Si deux des fleches d'un triangle commutatif de C sont dans W, alors il en
est de méme de la troisieme.

FS3 Sii: A—= Betr: B— A sont deux fleches de C telles que ri = 14 et ir
est dans W, alors 7 est dans ‘W.

Par exemple toute classe de fleches fortement saturée (1.3.19) est faiblement saturée.
En particulier, en vertu du corollaire 1.4.7, pour toute petite catégorie A, tout A-lo-
calisateur est faiblement saturé.

Lemme 1.4.13— Soient A une petite catégorie, et W une partie faiblement saturée
de F1 A. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(a) Toute fibration triviale est dans W.

(b) Pour tout préfaisceau X sur A, la projection L x X — X, ot L désigne l’objet
de Lawvere de g, est dans W.

(¢) Tout objet de A admet un \W-cylindre.

Démonstration. — Commengons par Uimplication (a) = (b). On sait que 'objet de
Lawvere est un objet injectif de A (voir Pexemple 1.3.9). Comme les fibrations triviales
sont stables par changement de base, on en déduit que pour tout préfaisceau X sur
A, la projection L x X —= X est une fibration triviale.
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Pour montrer I'implication (b) = (c¢), il suffit de remarquer que si £ désigne le
cylindre de Lawvere (1.3.9), pour tout préfaisceau X sur A, le cylindre de X défini
par £, est en vertu de la condition (¢) un W-cylindre.

Il reste donc & montrer I'implication (¢) = (a). Soit p : X — Y une fibration
triviale. En vertu de la condition (c), il existe un W-cylindre (IX,3° 8%,0) de X,
et il résulte du lemme 1.3.5 que p admet une section s, et qu’il existe un morphisme
h:IX — X de A tel que hd° = 1x et hd' = sp. Comme par hypothése o est dans
W, il en est de méme pour 9° et 9!, par faible saturation. On en déduit que h est dans
W. Par conséquent, sp est aussi dans W, et comme ps = 1y, il résulte de la propriété
FS3 de la faible saturation, que p est dans W. O

Corollaire 1.4.14 — Soient A une petite catégorie, et W une classe de morphismes de
préfaisceaur sur A. Les deux conditions suivantes sont équivalentes.

(i) La classe W est un A-localisateur.

(ii) La classe W est faiblement saturée, les fleches qui sont a la fois des monomor-
phismes et des éléments de W sont stables par images directes et par compositions
transfinies, et tout préfaisceau sur A admet un W-cylindre.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement du lemme 1.4.13 et du fait que tout
A-localisateur est faiblement saturé (puisque fortement saturé). O

Lemme 1.4.15— Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur.
(a) On considére un diagramme commutatif dans A

aq a2
Al <~— AO — Ay

I

BlTBQTBQ ?

dans lequel ay et 81 sont des monomorphismes, et fo, f1, fo sont des W-équivalences.
Alors la fleche canonique Ay 14, Ao — By llp, Ba est une W-équivalence.

(b) On se donne un ensemble bien ordonné A\, deux foncteurs X, Y : X\ — /Al, et
un morphisme de foncteurs ¢ : X —=Y. On suppose que les fleches X, — X,,
Y,—Y,, p < v, u,v € A sont des monomorphismes, et que les fleches ¢, :
Xy —=Y,, u €A, sont des W-équivalences. Alors limep : lim X — limY est une
W-équivalence.

(¢) Les W-équivalences sont stables par petites sommes.

Démonstration. — Lorsque W est accessible, il s’agit d'un résultat général dans les
catégories de modeles fermées (voir [74, corollaire 5.1.6 et lemme 5.2.6]). Le cas non
nécessairement accessible s’en déduit, en considérant les localisateurs accessibles en-
gendrés par les ensembles des fleches figurant dans les diagrammes intervenant dans
ces énonces. O
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Remarque 1.4.16— Il résulte du corollaire 1.4.7 et des assertions (a) et (b) du lemme
précédent que tout A-localisateur est une classe de fleches saturée par monomor-
phismes (cf. 1.1.14).

Proposition 1.4.17 — Soient A et B deux petites catégories, F,G : A—> B deuz
foncteurs qui commutent aux petites limites inductives et qui respectent les mono-
morphismes. Alors pour tout morphisme de foncteurs o de F wvers G, le plus pe-
tit B-localisateur W tel que pour tout préfaisceau X sur A, le morphisme induit
ay : FX — GX soit une W-équivalence, est accessible. Plus précisément, si M
est un modele cellulaire de A\, W est engendré par l’ensemble

S={ap | X—=YeM Te{X,Y}}.

Démonstration. — 11 est évident que W(S) C W. Soit D la classe formée des objets
X de A tels que ay soit dans W(S). Il résulte de la remarque précédente et du
lemme 1.1.15 que la classe D est saturée par monomorphismes (cf. définition 1.1.12).
Comme elle contient I'ensemble S, le lemme 1.2.30 montre que D = Ob g, ce qui
prouve que W C W(S). O

Corollaire 1.4.18 — Soient A une petite catégorie, (3,5), I = (I,9°,0',0), une don-
née homotopique sur A, et M un modéle cellulaire de A. Alors la classe W des équi-
valences faibles de la structure de catégorie de modéles fermée engendrée par (J,S)
est le plus petit A-localisateur contenant l’ensemble

S'=8U{07 | X —=YeM Te{X, Y}, ec{0,1} },
ou de facon équivalente, contenant l’ensemble
S"=SU{op | X —=YeM Te{X,Y}}.

Démonstration. — En vertu de la proposition 1.4.2, on a W = W(A5(S, M)), et
comme S C W(A5(S,M)), on en déduit que W(S") C W. Vu que les foncteurs 13 et
I satisfont aux hypotheses de la proposition précédente, on en déduit que pour tout
préfaisceau X sur A, la fleche 0% : X — I ® X est dans W(S’). Si on note Cof la
classe des monomorphismes de E, et An celle des extensions anodines définies par la
donnée homotopique (7, .5), le corollaire 1.3.59, appliqué a la classe C = W(S’) N Cof,
implique alors que An C W(S’), et en particulier que A5(S, M) C W(S’), ce qui
prouve que W C W(S’), et acheve la démonstration. O

Corollaire 1.4.19 — Soit A une petite catégorie.

(a) Si S est une classe de fleches de A, on note cart(S) la classe des fleches de la
forme

. s:X—=YeS, ZcObA.

Alors le plus petit A-localisateur contenant cart(S) est stable par produits finis. Si en

lyxs:ZxX—>7ZxY

outre S est un ensemble, il est aussi accessible.
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(b) Si W et W sont deux A-localisateurs stables par produits finis, alors le A-lo-
calisateur engendré par leur réunion est stable par produits finis.
(c) Le A-localisateur minimal est stable par produits finis.

Démonstration. — Si Z est un préfaisceau sur A, on note 7, le foncteur
ﬂ'Z:A\—>A\ , XH—ZxX.

On remarque que le foncteur 7, commute aux petites limites inductives, et qu’il res-
pecte les monomorphismes, ainsi que les fibrations triviales. Par conséquent, pour tout
A-localisateur W, 7r§1W est un A-localisateur.

Montrons I’assertion (a). Soit S une classe de fleches de A. Alors pour tout préfais-
ceau Z sur A, on a l'inclusion 7 cart(S) C cart(S), ce qui implique que 7, W(cart(S))
est un A-localisateur contenant W(cart(5)), et prouve la premiere partie de (a). Dans
le cas ou S est un ensemble, chaque élément s : X — Y définit un morphisme de
foncteurs évident

Tg 1My —> Ty

qui vérifie les conditions de la proposition 1.4.17, laquelle montre que le A-localisateur
W(cart(S)) est accessible.

L’assertion (b) résulte de (a), une fois remarqué que si W et W' sont deux A-
localisateurs stables par produits finis, le A-localisateur engendré par leur réunion est
le plus petit contenant cart(W U W’).

L’assertion (c) est une spécialisation de (a) dans le cas ou S = @. O

Proposition 1.4.20 — Soient A et B deux petites catégories, W un B-localisateur, et
F : A—= B un foncteur commutant aux petites limites inductives et respectant les
monomorphismes.

(a) Pour que F~'W soit un A-localisateur, il faut et il suffit qu’il existe un cylindre
fonctoriel 3 = (I,0°,0%, o) sur A tel que pour tout préfaisceau X sur A, le morphisme
F(oy): F(I® X) — F(X) soit une W-équivalence.

(b) Si le foncteur F admet un adjoint & gauche respectant les monomorphismes,
alors F~YW est un A-localisateur.

(c) Si le B-localisateur W est accessible, et si F~'*W est un A-localisateur, alors il
est accessible.

Démonstration. — L’assertion (a) résulte du lemme 1.4.13 et du corollaire 1.4.7. La
deuxieme assertion résulte d’un argument standard d’adjonction qui permet d’affirmer
que, sous les hypotheses de (b), le foncteur F' respecte les fibrations triviales.

Pour montrer assertion (c¢), on remarque d’abord que comme le foncteur F' res-
pecte les monomorphismes et les carrés cocartésiens, pour toute paire d’inclusions
J— L, K — L de A, la floche canonique F(J N K) —= F(J) N F(K) est un iso-
morphisme. Cela résulte du fait que dans la catégorie des ensembles, donc aussi dans
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toute catégorie de préfaisceaux, tout carré cocartésien formé de monomorphismes, est
aussi cartésien.

Supposons donc que le B-localisateur W soit accessible, et que F~'W soit un A-
localisateur. En vertu des propositions 1.2.15, 1.2.17 et 1.3.40, et du théoréme 1.4.3,
il existe un cardinal infini G tel que :

(i) tout préfaisceau sur A est la réunion S-filtrante de ses sous-objets 3-accessibles;

(ii) le foncteur F envoie tout objet (-accessible de A sur un objet (-accessible
de B ;

(iii) pour toute W-cofibration triviale ¢ : C' — D dans E, et tout sous-objet (-
accessible J de D, il existe un sous-objet -accessible J’ de D, contenant J, et tel que
Iinclusion J' N C — J’ soit une W-cofibration triviale.

Soit K — L un monomorphisme de A appartenant & F~'W, et soit J un sous-
objet B-accessible de L. On va construire une suite de sous-objets B-accessibles de L,
Jn, n 2 0, et une suite de sous-objets (-accessibles de FL, J/ n > 0, telles que pour
tout n = 0, on ait des inclusions

Jn C Tna1 s FJ,CJ, CFJyi,

les morphismes F(K) N J, — J/, étant des W-équivalences. On pose Jy = J. Pour
n > 1, supposons qu’on ait construit J,,_1, et construisons J;,_; et J,. Comme J,,_1
est (-accessible, il en est de méme de F'.J,,_; (en vertu de (ii)), et par (iii), F'J,—1 est
contenu dans un sous-objet S-accessible J),_; de FL, tel que F(K)NJ,_; —
soit une W-cofibration triviale. D’autre part, par (i), L est la réunion S-filtrante de

/
n—1

ses sous-objets (-accessibles, et donc comme J),_; est B-accessible, vu que le foncteur
F commute aux petites limites inductives et respecte les monomorphismes, J},_; est
contenu dans un sous-objet S-accessible de F'L, de la forme F'J//, ou J// est un sous-
objet [-accessible de L. La propriété (i) implique alors qu'’il existe un sous-objet
B-accessible J,, de L, contenant J,,_1 et J/.

Une fois cette construction faite, on pose J' = h£1>n J,.OnaJcCJ,etJ estun
sous-objet J-accessible de L. D’autre part, on a des isomorphismes

FJ' ~lim FJ, ~limJ/, ,
s s

et n n
F(J'NK) ~ Flim(J,NK) ~ lim F(J, NK) = lim(F(J,) N F(K)) ~ lim(J, N F(K)) ,

et par le lemme 1.4.15, on a une équivalence faible dans E,
lim(J}, N F(K)) — lim J, .
n n
On en déduit que J' N K — J’ est une F'~'W-équivalence.
Etant donné que la catégorie Accg(A) est essentiellement petite (1.2.15), le

-~

lemme 1.2.24, appliqué & la classe C = Cof N F~'W des monomorphismes de A
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appartenant & F~IW, et & la classe D des objets 3-accessibles de E, montre a présent
quil existe un ensemble I tel que I(r(I)) = Cof N F~'W, et on conclut grace a la
remarque 1.4.4. O

Corollaire 1.4.21 — Soit A une petite catégorie. Toute intersection d’un ensemble de
A-localisateurs accessibles est un A-localisateur accessible.

Démonstration. — Soit (W;);cr une famille de A-localisateurs accessibles, indexée par
un ensemble I. On consideére I comme une petite catégorie discrete, et on note W la
classe des fléches s de A x T , telles que pour tout ¢ € I, s; soit dans W;. En vertu du
corollaire 1.4.10, W est un (A x I')-localisateur accessible, et il résulte des assertions (b)
et (¢) de la proposition 1.4.20 appliquée au foncteur diagonal § : A—= Al ~ A/><\I,
que iQI W; = 6 'W est un A-localisateur accessible. O

Corollaire 1.4.22 — Soient A et I deux petites catégories, et W un A-localisateur
accessible. Alors }[om(l,/Al) admet une structure de catégorie de modéles fermée a
engendrement cofibrant, dont les cofibrations sont les monomorphismes, et dont les
équivalences faibles sont les éléments de la classe W! formée des morphismes X —=Y
tels que pour tout i € Ob I, X; —Y; soit une W-équivalence. En outre, si p est une
fibration pour cette structure, alors pour tout objet i de I, le morphisme p; est une
fibration de A au sens de W.

Démonstration. — Comme la catégoric Hom(I, A) s’identifie & la catégorie des pré-
faisceaux sur A x I°P, pour montrer la premiere assertion, il suffit en vertu du théo-
réeme 1.4.3, de montrer que la classe W/ est un (A x I°P)-localisateur accessible.
Notons Iy ’ensemble des objets de I, ainsi que la catégorie discrete correspondante,
et u : Iy —= I le foncteur d’inclusion. Il résulte du corollaire 1.4.10 que la classe de
fleches W10 de Ao ~ m) est un (A x Ip)-localisateur accessible, et si on note

wt A x Iop o~ Hom(I, A) — Hom(I,, A) ~ Ao

le foncteur image réciproque par u, on a W! = (u*)~1(Wlo). Or, le foncteur u*
commute aux petites limites inductives et projectives, et admet un adjoint a gauche
u, tel que pour toute famille de préfaisceaux X = (X;)iconr sur A, et tout objet j
de I, on ait
(wX); = I I Xi.
i€Ob T Homy (4,5)

En particulier, le foncteur w, respecte les monomorphismes, et il résulte des assertions
(b) et (c) de la proposition 1.4.20 que W' est un (A x I°P)-localisateur accessible.
D’autre part, en vertu de l'assertion (¢) du lemme 1.4.15, le foncteur u, transforme
Wo_équivalences en W'-équivalences, et comme il respecte les monomorphismes, un
argument standard d’adjonction montre que le foncteur u* transforme W!-fibrations
en W/o_fibrations. En remarquant que la structure de catégorie de modeles sur Alo
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définie par le (A x Iy)-localisateur W est la structure produit, cela prouve la deuxieme
assertion. O

Proposition 1.4.23Crans [39]). — Soient (M, W, Fib, Cof) une catégorie de modéles
fermée engendrée par un couple (I,J), et G : M —= M’ un foncteur admettant un
adjoint o droite D : M’ —= M. On suppose les conditions suivantes vérifiées.

(i) La catégorie M’ admet des petites limites projectives et inductives.

(ii) Les ensembles GI et GJ permettent 'argument du petit objet.

(iii) D(I(r(GJ))) C W .
On pose W' = D7IW, Fib’" = D~'Fib, et Cof’ = I(Fib' N W'). Alors le quadru-
plet (M', W', Fib’, Cof’) est une catégorie de modeles fermée engendrée par le couple

(GI,G.).

Démonstration. — La vérification des axiomes CM1, CM2 et CM3 est immédiate. On
remarque qu’on a les identifications suivantes

Fib'= D™ 'Fib= D" '(J) = r(GJ) ,
Fib "W = D™}(FibnW) = D~ (1) = »(GI) ,
d’ott Cof’ = I(r(GI)). La condition (iii) implique que I(r(GJ)) C Cof’ " W’. On va
montrer I'autre inclusion. Soit i : X —= Y € Cof’ N W’. On factorise i en i = ¢j, ol
j: X —Zel(r(GJ))etouq: Z—Y €r(GJ) (ce qui est possible car en vertu de
(ii), 'ensemble G.J permet I'argument du petit objet). Mais alors comme i et j sont
dans W', il en est de méme de ¢, et donc ¢ € r(GI). Le lemme du rétracte implique
alors que i est un rétracte de j, et donc que i € {(r(GJ)). On a ainsi montré CM4.

L’axiome CMS5 résulte du fait que les ensembles GI et GJ permettent 'argument du
petit objet. O

Corollaire 1.4.24 — Soient A et I deux petites catégories, et W un A-localisateur
accessible. Alors Hom(I, E) admet une structure de catégorie de modéles fermée a en-
gendrement cofibrant dont les équivalences faibles (resp. les fibrations) sont les mor-
phismes X —=Y tels que pour tout i € Ob 1, X; —=Y; soit une W-équivalence (resp.
une fibration au sens de W).

Démonstration. — Lorsque I est une catégorie discréte, AxT= I, E, et on obtient
ainsi la structure produit. Dans le cas général, on consideére I’ensemble Ob I comme
une catégorie discrete, et on note u : Ob I —= I le foncteur d’inclusion canonique. Il
induit un foncteur image inverse
u* s Hom(I, A) — Hom(ObI,A)= [] A,
ObT
lequel admet un adjoint a gauche

w: [ A—= Hom(I,A) .
Ob I
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Comme le foncteur u* envoie les fibrations au sens de la structure du corollaire 1.4.22
sur des fibrations de ], ; /Al, pour toute cofibration triviale j de HObIE, u,j est
une cofibration triviale au sens de la structure du corollaire 1.4.22. On en déduit
aussitot que le couple de foncteurs adjoints (u,, u*) vérifie les conditions de la propo-
sition 1.4.23, et qu’on obtient de la sorte la structure de catégorie de modeles fermée
escomptée. O

Remarque 1.4.25— En vertu des corollaires 1.4.22 et 1.4.24, pour tout couple de pe-
tites catégories A et I, et tout A-localisateur accessible W, il existe deux structures
de catégorie de modeles fermée & engendrement cofibrant sur Hom(I, E)’ ayant les
meémes équivalences faibles, a savoir les W-équivalences argument par argument. Pour
la premiere, les cofibrations sont exactement les monomorphismes, et les fibrations
sont des W-fibrations argument par argument. Pour la seconde, les fibrations sont
exactement les W-fibrations argument par argument, et les cofibrations sont des mo-
nomorphismes. On remarque que pour chacune de ces structures les fibrations triviales
et les cofibrations sont indépendantes du A-localisateur W. Ces deux structures coin-
cident quand la catégorie I est discrete, auquel cas on obtient la structure de catégorie
de modeles fermée produit.

1.4.26 — Si « désigne un cardinal, on parlera dans la suite de limites inductives -
filtrantes pour les limites inductives indexées par des ensembles ordonnés a-filtrants.

Lemme 1.4.27— Soit A une petite catégorie. On considére un modéle cellulaire M
de A et un cardinal o tels que tout préfaisceau sur A, source ou but d’une fléche
appartenant a M , soit a-accessible. Alors les fibrations triviales de A sont stables par
les limites inductives a-filtrantes.

Démonstration. — Comme M est un modele cellulaire de E, la classe des fibrations
triviales de A s’identifie & celle des fleches qui vérifient la propriété de relévement a
droite relativement aux éléments de M. Soit I un ensemble ordonné a-filtrant, et soit

t—p;: X; —Y;

un foncteur de I a valeurs dans la catégorie des fleches de g, tel que pour tout 7 € I, p;
soit une fibration triviale. Si K — L est un élément de M, alors on a le diagramme
commutatif ci-dessous, dont les fleches verticales sont des bijections.

lim Hom z(L, X;) —— lim, Hom7(K, Xi) X iy prom ; (i, v 1, Homz(L, ;)

| |

Hom 3(L, lim X;) —— Hom (K lim_ X;) > Hom 4 (K Jim_v;) Hom (L, lim Y;)
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Les surjections étant stables par limites inductives, et les limites inductives filtrantes
étant exactes a gauche, la fleche horizontale du haut est surjective. Il en est donc
nécessairement de méme de celle du bas, ce qui prouve ’assertion. O

Proposition 1.4.28 — Soit A une petite catégorie. Il existe un cardinal « tel que tous
les A-localisateurs soient stables par limites inductives a-filtrantes (ce qui implique
une propriété analogue pour les cardinauz § > «).

Démonstration. — Les diagrammes incriminés étant toujours petits, on s’apergoit
aussitot qu’il suffit de montrer ’assertion pour les A-localisateurs accessibles. Nous
allons vérifier dans un premier temps qu’il suffit de prouver ’assertion pour le A-
localisateur minimal. Considérons un A-localisateur accessible W, ainsi qu’une petite
catégorie I. La structure de catégorie de modeles fermée du corollaire 1.4.24 implique
I’existence d'un foncteur

Qr : Hom(1, A) — Hom(I, A) ,

et d’'un morphisme de foncteurs Q7 — 1 Hom(1,A) tels que pour tout foncteur X de

I vers E, QX soit cofibrant au sens de cette structure, et Q; X —= X soit une
équivalence faible (en fait une fibration triviale). Comme le foncteur limite inductive
lim : Hom(I, A) — A

I

admet un adjoint a droite qui respecte les fibrations et les fibrations triviales, il res-
pecte les cofibrations et les cofibrations triviales. En vertu du lemme de Ken Brown
[74, lemme 1.1.12], le foncteur li_m)l Qg respecte donc les équivalences faibles. Une
vérification immédiate montre que demander que W soit stable par les limites induc-
tives de type I équivaut a demander que pour tout foncteur X de I dans X, la fleche
li_m)l QrX — lim X soit une W-équivalence. Comme la notion de cofibration est la
méme quels que soient les A-localisateurs considérés, si cette derniére condition est
vérifiée par W, elle le sera encore pour tout A-localisateur contenant W.

Il ne nous reste donc plus qu’a montrer I'assertion dans le cas du A-localisateur
minimal. Il suffit donc de la prouver pour un A-localisateur accessible fixre W. On consi-
dére un foncteur L : A —= A et une W-équivalence naturelle de foncteurs 17 — L,
tels que L soit accessible, et envoie tout préfaisceau X sur A sur un objet W fibrant
(en vertu de la proposition 1.2.35, de tels objets peuvent étre construits grace a 'argu-
ment du petit objet appliqué & un ensemble de générateurs des cofibrations triviales).
Soit M un modele cellulaire de A. On se donne enfin un cardinal o tel que le foncteur
L, ainsi que les sources et les but des éléments de M, soient a-accessibles. Soit I un
ensemble ordonné a-filtrant. Le lemme 1.4.27 montre que le foncteur h—mv envoie les
fibrations triviales terme a terme sur des fibrations triviales. Le lemme de Ken Brown
appliqué a la structure de catégorie de modeles fermée du corollaire 1.4.24 montre que
li_m)l envoie les W-équivalences terme a terme entre diagrammes W-fibrants terme a
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terme sur des W-équivalences. Or si X — Y est une W-équivalence terme a terme
de Hom(I, A), on obtient le diagramme commutatif suivant.

hinﬂX_>li;m)ILX_N>Lli_m)1X

S

@)IY_>HLn)ILY_N>Lh£1>IY

L’a-accessibilité de L implique que les fleches horizontales du carré de droite sont
des isomorphismes. On en déduit aussitot par 'axiome L1 que les fleches horizontales
du carré de gauche sont des W-équivalences. La fleche verticale du milieu étant une
W-équivalence, une nouvelle utilisation de ’axiome L1 achéve la démonstration de la
proposition. O

1.5. Propreté

Définition 1.5.1 — Soit C une catégorie de modeles fermée. Une fleche X — Y de
C est une équivalence faible propre a droite si pour toute fibration Z — Y, le mor-
phisme image réciproque X xy Z —= Z est une équivalence faible.

On dit qu’une catégorie de modeles fermée est propre a droite si toutes ses équiva-
lences faibles sont propres a droite.

Dualement, on dit qu'une catégorie de modeles fermée C est propre a gauche si
C°P est propre a droite. Une catégorie de modeles fermée est propre si elle est a la
fois propre a gauche et propre a droite.

Remarque 1.5.2— Toute équivalence faible propre a droite est une équivalence faible,
car toute identité est une fibration.

Il résulte du lemme 1.4.15 que pour toute petite catégorie A et tout A-localisateur
accessible, la structure de catégorie de modeles fermée obtenue sur A est propre a
gauche.

Définition 1.5.3 — Soit A une petite catégorie. Un A-localisateur propre est un A-
localisateur accessible W, tel que la structure de catégorie de modeles fermée sur X,
dont les cofibrations sont les monomorphismes, et dont les équivalences faibles sont
les éléments de W, soit propre a droite.

Le théoréme suivant généralise des résultats de [107, 81].

Théoreme 1.5.4— Soient A une petite catégorie, et S une classe de fléches de A.
On note W le A-localisateur engendré par S, et on suppose que celui-ci est accessible.
Alors W est propre si et seulement si pour tout élément f: X —=Y de S, pour toute
fibration de but fibrant (au sens de W) p: E — B, et pour toute fleche u: Y — B,
le morphisme g : X xp FE —=Y Xp FE, image réciproque de f par p, est une W-
équivalence.
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Remarque 1.5.5— Une spécialisation immédiate du théoreme ci-dessus est le cas
S = @. Autrement dit, la structure de catégorie de modeles minimale sur A (voir
le théoréme 1.4.3) est propre. On verra plus loin que ce n’est pas le cas de tous les
A-localisateurs (9.4.6).

La démonstration de I’énoncé ci-dessus occupe la majeure partie de cette section,
mais nous commencons par en donner quelques conséquences.

Corollaire 1.5.6 — Soit A une petite catégorie. On considére un ensemble I, et une
famille W;, i € I, de A-localisateurs propres. Alors le A-localisateur engendré par la
réunion des W; est propre.

Démonstration. — Pour i € I, on choisit un ensemble S; de fleches de A qui engendre
W,;. On pose S = U;S;, et alors W(S) est le A-localisateur engendré par la réunion des
W, et il est clair qu’il est accessible. Le fait que W(S) soit propre résulte du théoréme

ci-dessus et du fait que pour tout ¢, toute fibration au sens de W en est une au sens
de Wz O

Corollaire 1.5.7 — Soient A une petite catégorie, et D une classe de préfaisceaux sur
A. On note W le plus petit A-localisateur contenant les projections X X Z —= Z pour
tout X € D, et tout préfaisceau Z. Si W est accessible (pour cela, il suffit, en vertu
du corollaire 1.4.19, que D soit un ensemble), alors W est propre.

Démonstration. — Pour tout morphisme de préfaisceaux sur A, Y — Z, et tout
X € D, le carré suivant est cartésien

XXY——Y
XxZ——7Z7 ’

ce qui permet de conclure par le théoreme 1.5.4. O

Définition 1.5.8 — Soient A une petite catégorie, W un A-localisateur,etp: £ — B
un morphisme de préfaisceaux sur A. On note C(p) la classe des fleches f : X — Y de
A telles que pour tout u € Hom z(Y, B), une fois formés les carrés cartésiens suivants,

XxgpFE—tsYxpE—>E

b

X Y B ’

la fleche g soit une W-équivalence.
Si F est une classe de fleches de A, alors on note C(¥) la classe Nyer C(p).

Sorites 1.5.9— On considére A, W, et p comme dans la définition ci-dessus, et on
rappelle que Cof désigne la classe des monomorphismes de A.
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(a) Soient f : X —Y et g : Y —= Z deux morphismes de préfaisceaux sur A.
Si f et g (resp. [ et gf) sont des éléments de C(p), alors il en est de méme de gf
(resp. de g).

(b) L’ensemble C(p)NCof est stable par rétractes, par images directes, et par com-
positions transfinies. En outre, si on a un diagramme commutatif

a2 ay
Ay =— Ag—— Ay

N

B2 -~ BO e Bl ?
b2 bl

tel que ay et by soient des monomorphismes, et fo, f1, f2 des éléments de C(p), alors
la fléche canonique A1 g, A2 —= By llp, By est un élément de C(p).
(¢) Si C(p) contient W N Cof, alors C(p) contient W.

Démonstration. — Commengons par montrer le point (a). Supposons que f € C(p),
et soit Z —= B un morphisme de préfaisceaux. On forme les carrés cartésiens

XXxplE——=Y xplE ——/xplk——F

T T

X 7 5 Z B

Alors le morphisme X xp F — Y xp F est une équivalence faible, et le morphisme
Y xpE —= Z x g E est une équivalence faible si et seulement si le morphisme composé
X xpE —Y xgpFE — Z xp E en est une, ce qui prouve que g est dans C(p) si et
seulement si g f lest.

Pour montrer (), on définit un foncteur F : E/B — A par (X — B)— X xp
E. Ce foncteur commute aux petites limites inductives et respecte les monomor-
phismes. On en déduit que F~!1(W) est un A/B-localisateur car les fibrations tri-
viales sont stables par images réciproques. Le point (b) résulte de cette constatation,
du lemme 1.4.15, et de I'universalté des limites inductives dans /Al, car C(p) peut a
présent étre vu comme l’ensemble des fleches X — Y de A telles que pour toute
fleche Y —= B, le composé X —= Y —= B soit une F'~!(W)-équivalence faible.

Pour se persuader du point (¢), il suffit de voir que comme les fibrations triviales
de A sont stables par images réciproques, C(p) les contient toutes, et ainsi, assertion
résulte du corollaire 1.2.28 et du point (a). O

Lemme 1.5.10— Soient A une petite catégorie, (J,S) une donnée homotopique sur
A. On considere une fibration naive p : X —=Y, et un rétracte par déformation fort
1:Z —=Y. Alors linclusion image réciproque j : Z Xy X —= X est un rétracte par
déformation fort.
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Démonstration. — On a un carré cartésien

Ixy X1 x

Z— Y

Comme ¢ est un rétracte par déformation fort, il existe, par définition, deux fleches
r:Y —=Zeth:IQY —=Y telles que ri = 1z, hd% = 1y, hdL =ir, et h(1;®1i) =
oy (17 ®14). On a les égalités h(1; ® p)0% = hd%p = 1lyp = p, h(1; @ p)(1; ® j) =
h(1;®i)(11®q) = oy (11 Q%) (11®q) = iq0zxy X = PjOzxy X, €t j0zxy x0% x = J,
ce qui permet de définir un morphisme u : I ® (Z xy X)U{0} ® X — X, en posant
u= (jozxyx,1x), tel que le carré suivant soit commutatif :

I1®(Zxy X)U{0} @ X —= X
| lp
I®X o Y

Or ce dernier admet un relevement k£ : I ® X — X, puisque p est une fibration naive,
la fleche verticale de gauche dans ce diagramme étant une extension anodine. On a
alors les égalités k(17 ® j) = jozxyx = ox (11 ® j) et k0% = 1x. D’autre part, on
a les égalités pkdy = h(1; ® p)0% = hdLp = irp. Il existe donc une unique fleche
s: X —= Z xy X telle que js = kd%, et gs = rp. En outre, on a sj = 1z4, x, car
jsj = kokj = k(1 ®j)8§XyX = jUZxYXaéxyX =j,et gsj =rpj =rig=gq. On a
ainsi montré que j est un rétracte par déformation fort. O

Lemme 1.5.11— Soient A une petite catégorie, W un A-localisateur accessible, et
q : E —= B une W-fibration de but W-fibrant. Alors pour tous morphismes composa-
bles

x-L.y_t.yz
de E, i étant une cofibration triviale, sii etif sont dans C(q), alors il en est de méme
de f.

Démonstration. — Soit u : Y — B un morphisme de A. Comme i est une cofibration
triviale, et B est fibrant, il existe une fleche v : Z — B telle que u = vi. On peut
alors former les carrés cartésiens ci-dessous.

/

XxpE— oY xpE—>Zxp E—>E

R

X Y Z B
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Par hypothese, i’ et i’ f’ sont des équivalences faibles, et donc f/ en est une, ce qui
prouve 'assertion. O

Lemme 1.5.12— Soient A une petite catégorie, W un A-localisateur accessible, et
q : E —= B une W-fibration. Alors pour tous morphismes composables

Xty 2oz
de /Al, p étant une fibration triviale, si pf est dans C(q), alors il en est de méme de f.

Démonstration. — En vertu du théoreme 1.4.3, il existe une donnée homotopique
(£,85), on £ = (L,\° A\, pro) désigne le cylindre de Lawvere (cf. exemple 1.3.9), telle
que W soit la classe des équivalences faibles de la catégorie de modeles fermée engen-
drée par (£,.5). On remarque d’abord que toute section d’une fibration triviale est une
équivalence faible propre a droite pour cette structure, et en particulier, appartient
a C(q). En effet, une telle section est un rétracte par déformation fort (cf. proposi-
tion 1.3.26), et comme toute fibration est une fibration naive, ’assertion résulte du
lemme 1.5.10. En particulier, pour tout préfaisceau T sur A, comme la deuxiéme pro-
jection L x T — T est une fibration triviale (cf. exemple 1.3.9), A, et A}, sont dans
C(q)-

Comme p est un fibration triviale, il existe une section s de p et une £-homotopie
de 1y vers sp (1.3.26). On en déduit qu’il existe un morphisme h: L x X —= Y, tel
que hA} = f et kAL = spf. En vertu du sorite 1.5.9, (a), vu que pf, s, A& et A%
sont dans C(q), la deuxiéme égalité implique que h est dans C(q), et la premiére qu’il
en est de méme de f. O

Proposition 1.5.13 — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur accessible.
On note Fy la classe des W-fibrations de but W-fibrant. Alors C(Fw) est un A-
localisateur contenu dans W.

Démonstration. — On remarque que C(Fy) C W, puisque 'identité de I'objet final
de A est une W-fibration de but W-fibrant. En vertu de 1.5.9, il suffit & présent de
montrer que pour tous morphismes composables

x oy 2z
de IZ, si g et gf sont dans C(Fw), il en est de méme de f. Dans ce cas, g est une
équivalence faible, et admet donc une factorisation de la forme g = pi, ou 7 est
une cofibration triviale, et p une fibration triviale. Soit ¢ un élément de Fy. Par
hypothese, pi et pif sont dans C(g). Il résulte donc du lemme 1.5.12 que i et if sont
dans C(g). Mais alors en vertu du lemme 1.5.11, f est dans C(g), ce qui achéve la
démonstration. O
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Lemme 1.5.14— Soient A une petite catégorie et W un A-localisateur. On considére
trois fleches de A, f . K — L, p: X — Y, et q: Z —= T, et on suppose que p est
un rétracte de q. Si f € C(q), alors f € C(p).

Démonstration. — Comme p est un rétracte de ¢, il existe un diagramme commutatif

i T

b'e Z
|
Y T

y S

Soit u : L — Y un morphisme de préfaisceaux sur A. On obtient par composition
avec j un morphisme v : L —= T, et on vérifie que par fonctorialité, la fleche K xy
X — L xy X est un rétracte de la fleche K x7 Z — L X7 Z. Comme f € C(q),
cette derniere est dans W, et donc ’assertion résulte de la stabilité de W par rétractes
(1.4.7). O

Démonstration du théoréme 1.5.4. — Si Fy désigne la classe des fibrations de but
fibrant (au sens W), il s’agit de montrer que W est propre si et seulement si S C
C(Fw). Or si W est propre W C C(Fw), et donc S C C(Fw). Réciproquement, si
S C C(Fw), il résulte de la proposition 1.5.13 que W C C(Fw). Si F’ désigne la classe
des morphismes images réciproques d’éléments de Fyy, on s’apercoit immédiatement
que C(F’) = C(Fw). Pour conclure, en vertu du lemme 1.5.14, il suffit de prouver que
toute fibration est un rétracte d’un élément de F’. Si p : X —= Y est une fibration,
il existe un carré commutatif

X —=x

Y ——Y' ’

dans lequel p’ est une fibration de but fibrant, et ¢, j des cofibrations triviales. On
obtient le diagramme commutatif suivant, ot ¢ et j' désignent les projections
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Comme j € W et p’ € Fy, la fleche j' : Y Xy X' — X', image réciproque de j par
p’, est une équivalence faible. Vu que ¢ € W, on en déduit que k € W. D’autre part,
1 étant un monomorphisme, il en est de méme de k. Par suite, k est une cofibration
triviale, et donc le lemme du rétracte acheve la démonstration. O

Proposition 1.5.15— Soient A et I deux petites catégories, et W un A-localisateur.
On rappelle que W! désigne la classe des fleches f de Hom(I, A\) ~ [P x A telles que
pour tout objet i de la catégorie I, le morphisme f; soit une W-équivalence. Alors si
W est propre, il en est de méme de WY,

Démonstration. — On sait que si W est accessible, W! 1'est aussi, et qu’alors si p est
une fibration de Hom(I, /Al) au sens de W/, pour tout objet i de I, le morphisme p;
est une fibration de A au sens de W (corollaire 1.4.22). On en déduit immédiatement
que si W est propre, I'image réciproque de toute W!-équivalence par une fibration au
sens de W/ est encore une W/-équivalence. o

Nous terminons cette section par le rappel de quelques résultats généraux sur la
propreté dans le cadre abstrait des catégories de modeles fermées.

Définition 1.5.16 — Soit C une catégorie de modeles fermée. Un carré commutatif
de C
Xy —2> Y,

b
X1 ——="N

est homotopiquement cartésien si Xy s’identifie canoniquement a la limite homoto-
pique du diagramme
Yo

ln
X1 T Yi )
i.e. 'il existe un diagramme commutatif dans C,
X, 4y <1V
Xi =YX ’

dans lequel les fleches verticales sont des équivalences faibles, et p, ¢, des fibrations
de but fibrant, tel que le morphisme canonique

XO %X{ XYIIYVO/

soit une équivalence faible.
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On a aussi une version duale de cette notion : un carré commutatif de C est homo-
topiquement cocartésien si c¢’est un carré homotopiquement cartésien de C°P.

Remarque 1.5.17— Si C est propre a droite, alors le carré ci-dessus est homotopi-
quement cartésien si et seulement s’il existe une factorisation de la fleche Yy — Y3
en Yy — Z — Y7, ou Yy —= Z est une équivalence faible, et ou Z — Y7 est une
fibration, telle que la fleche Xg — X1 Xy, Z soit une équivalence faible, et si c’est
le cas, alors pour toute factorisation de la fleche Yo — Y7 en Yy — Z — Y7, ou
Yy —= Z est une équivalence faible, et ou Z — Y7 est une fibration, le morphisme
canonique Xy — X; Xy; Z est une équivalence faible. Nous renvoyons le lecteur a
[64, chap. II, section 8] pour un horizon raisonnablement étendu sur la notion de carré
homotopiquement (co)cartésien dans les catégories de modeles fermées propres.

La proposition suivante provient de [113].

Proposition 1.5.18 — Soit C une catégorie de modéles fermée propre a droite, et p :
X — Y une fleche de C. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(a) Pour toute fleche Z —=Y , le carré suivant est homotopiquement cartésien.
Zxy X —=X
L)
Z ——Y

(b) Pour toute équivalence faible u : Z' — Z, et pour toute fleche Z —Y, si on
forme les carrés cartésiens

7' xy X —>Zxy X —=X

L)

A Z Y ’

u

la fléeche v est une équivalence faible.

Démonstration. — Montrons que (a) = (b). En vertu de la condition (a), le carré
de droite ainsi que le grand carré composé du diagramme de la condition (b) sont
homotopiquement cartésiens. On en déduit qu’il en est de méme du carré de gauche.
Par suite, si u est une équivalence faible, il en est de méme de v.

Il reste a voir la réciproque. Soit u : Z —= Y une fleche de C. On factorise u
en Z —T —Y, ou Z — T est une cofibration triviale, et ot T'—= Y est une
fibration. Alors en vertu de la condition (b), la fleche Z xy X — T xy X est une
équivalence faible, ce qui implique que le carré voulu est homotopiquement cartésien,
en regard de la remarque ci-dessus. o

1.5.19 — Soit C une catégorie de modeles fermée. Si X est un objet de C, La catégorie
C/X admet une structure de catégorie de modeles fermée dont les équivalences faibles
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(resp. les fibrations, resp. les cofibrations) sont les fleches dont I'image par le foncteur
d’oubli de C/X vers C en est une dans C. Si u : X — Y est une fleche de C, on a
un foncteur
w:C/ X —CJY | (Z,2) — (Z,uz) .
Ce dernier admet un adjoint & droite
uw:ClY — C/X

qui associe & un objet Z au-dessus de Y l'objet Z xy X au-dessus de X. Il est
immédiat que (u,, u*) est une adjonction de Quillen, puisque par définition, le foncteur

u, respecte les cofibrations et les équivalences faibles (il en résulte par adjonction que
le foncteur u* respecte les fibrations et les fibrations triviales).

Proposition 1.5.20 — Soit u : X —= Y un morphisme de C. Les conditions suivantes
sont équivalentes.

(a) u est une équivalence faible propre a droite.

(b) Le couple de foncteurs adjoints (u,, u*) est une équivalence de Quillen (au sens
de [74, définition 1.3.12]).

(c) Le foncteur induit par u, entre les catégories homotopiques

Ho(C/X — Ho(C/Y
est une équivalence de catégories.

Démonstration. — Il s’agit d’un simple exercice de traduction & ’aide de [109, chap. I,
sec. 5, prop. 1] et de [74, proposition 1.3.13]. O

Corollaire 1.5.21 — Soient C une catégorie, et W une classe de fleches de C. On sup-
pose qu’il existe une structure de catégorie de modeéles fermée sur C dont les équiva-
lences faibles sont les éléments de W. Les conditions suivantes sont alors équivalentes.
(a) Il existe une structure de catégorie de modeéles fermée propre & droite sur C
dont les équivalences faibles sont les éléments de W.
(b) Toute structure de catégorie de modéles fermée sur C dont les équivalences
faibles sont les éléments de W est propre a droite.

Démonstration. — La condition (c¢) de la proposition ci-dessus est une propriété du
seul couple (C, W), sans mention d’aucune structure de catégorie de modeles fermée
sur C. O

Proposition 1.5.22 — Soient A une petite catégorie, et W C W' deux A-localisateurs
propres. On considére un carré cartésien de préfaisceaur sur A :

X/_“>.X

YI—U>Y
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Si p est une W-fibration de but W’-fibrant et si le morphisme canonique de Y' vers le
préfaisceau final est une W-équivalence, alors ce carré est homotopiquement cartésien
au sens de W et au sens de W'.

Démonstration. — Comme W est propre et p est une W-fibration, ce carré est ho-
motopiquement cartésien au sens de W (cf. remarque 1.5.17). On factorise v en une
W’-cofibration triviale ¢ suivie d’une W’-fibration ¢, puis on forme les carrés cartésiens
suivants.

X/_j>X//L>.X

SN

Y/—.>Y"T>Y

On remarque que le morphisme de Y’ vers le préfaisceau final est une W’-équivalence
et que Y est W/-fibrant. Par conséquent, Y est un objet injectif de A, ce qui implique
que 7 est une W-équivalence. Comme p est une W-fibration, la fleche j est une W-é-
quivalence, et donc aussi une W’-équivalence. Il suffit donc & présent de vérifier que
le carré de droite est homotopiquement cartésien au sens de W/, ce qui résulte de la
remarque 1.5.17, puisque W’ est propre et g est une W’-fibration. o

1.6. Cofibrations exotiques

1.6.1 — Soient A une petite catégorie, et I un ensemble de monomorphismes de pré-
faisceaux sur A. Un morphisme de A est une I -fibration s’il vérifie la propriété de
relevement a droite relativement a I. Un morphisme de A est une 1 -cofibration s’il
vérifie la propriété de relevement a gauche relativement aux I-fibrations. Un préfais-
ceau X sur A sera dit I-cofibrant si le morphisme du préfaisceau vide vers X est une
I-cofibration.

Théoréme 1.6.2— Soient A une petite catégorie, W un A-localisateur accessible. On
considére un ensemble I de monomorphismes de préfaisceaux sur A tel que toute
I-fibration soit une W-équivalence. Alors la catégorie des préfaisceaux sur A admet
une structure de catégorie de modéles fermée propre a gauche et a engendrement
cofibrant dont les équivalences faibles sont les W-équivalences, et les cofibrations, les
I-cofibrations (les fibrations triviales sont donc les I-fibrations). En outre, pour que
cette structure de catégorie de modeéles fermée soit propre (a droite), il faut et il suffit
que le A-localisateur W le soit.

Démonstration. — En vertu des propositions 1.2.15 et 1.3.40 et du théoreme 1.4.3, il
existe un cardinal « tel que les conditions suivantes soient vérifiées.

(a) Les sources et les buts des éléments de I sont a-accessibles.
(b) Tout sous-objet ou objet quotient d’un objet a-accessible de A est a-accessible.
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(¢) I existe un ensemble D de préfaisceaux sur A tel que tout préfaisceau a-
accessible sur A soit isomorphe & un élément de D.

(d) Pour toute W-cofibration triviale X — Y de préfaisceaux sur A, et tout sous-
objet a-accessible K de Y, il existe un sous-objet a-accessible L de Y contenant K
tel que linclusion L N X — L soit une W-équivalence.

Notons Jy 'ensemble des W-cofibrations triviales X — Y telles que X et Y soient
dans D. Pour chaque élément f de Jy, on choisit ensuite une factorisation de la forme
qrjr, ou js est une I-cofibration, et ¢y une I-fibration (factorisations qui existent
grace & Pargument du petit objet appliqué & I). On note enfin J lensemble des
morphismes j¢, out f parcourt les éléments de Jy. On remarque que les morphismes
qr étant des W-équivalences (puisque des I-fibrations), les morphismes j; sont aussi
des W-équivalences. Nous allons montrer que la catégorie des préfaisceaux sur A ad-
met une structure de catégorie de modeles fermée engendrée par le couple (I,.J)
dont les équivalences faibles sont les W-équivalences. Comme tous les éléments de 1
sont des monomorphismes, il résulte de 'argument du petit objet appliqué a I que
toute I-cofibration est un monomorphisme. On appellera I-cofibrations triviales les
I-cofibrations qui sont aussi des W-équivalences. Toute I-cofibration triviale est donc
une W-cofibration triviale. Les éléments de .J étant des I-cofibrations triviales, une
nouvelle application de ’argument du petit objet a J montre que toute J-cofibration
est une I-cofibration triviale, et donc, en particulier, une W-équivalence.

1.6.2.1 — Pour tout carré commutatif

A—">X

l lw

B—b>Y

de préfaisceaux sur A dans lequel i € I et w est une W-cofibration triviale, il existe
un diagramme commutatif dans A de la forme

A—"s Y x

T F

B—U>B’T>Y
tel que a = a’u, b=">bv, eti’ € J.

Soit K l'image du morphisme b dans Y. En vertu de (a) et (b), K est a-accessible,
et donc il résulte de (d) que K est contenu dans un sous-objet a-accessible L de YV tel
que LN X — L soit une W-cofibration triviale. Les propriétés (b) et (¢) impliquent
que l'on peut supposer que L N X et L sont dans D. L’inclusion f de L N X dans L
est par conséquent un élément de Jy. On a donc une factorisation de f de la forme
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f=4qysjs. Posons ¢/ = j;. S1 A’ = LN X et B’ désignent respectivement la source et
le but de 7', on a un diagramme commutatif de la forme

’
v IL>.X

fi iw

_— _—
dans lequel g désigne l'inclusion de L dans Y, avec a’u = a et gv’ = b. D’autre

<

v’ 9

part, le morphisme ¢y étant par construction une /-fibration, et le morphisme ¢ étant
dans I par hypothese, ’égalité f = qsi’ et la commutativité du carré de gauche dans
le diagramme ci-dessus impliquent qu’il existe un morphisme v : B —> B’ tel que
vi =i'u et gpv = v'. En posant b’ = gqy, on en déduit que b'v = ggyv = gv’ =b. On
a obtenu de la sorte le diagramme commutatif annoncé.

1.6.2.2 — Pour tout carré commutatif
A——=X
B 7 Y

de préfaisceaur sur A dans lequel i € I et w est une W-équivalence, il existe un
diagramme commutatif dans A de la forme

tel que a = a’u, b=">bv, eti’ € J.

On factorise w en une cofibration w’ : X — Y’ suivie d’une fibration triviale
p:Y’ —= Y. On voit aussitot que w’ est une W-cofibration triviale. En outre, vu que
1 est en particulier un monomorphisme, il existe un morphisme [ : B — Y’ tel que
w'a = 1i et pl = b. On peut appliquer 1.6.2.1 au carré commutatif

2. x

7

—y
l

ASTERISQUE 308



1.6. COFIBRATIONS EXOTIQUES 77

ce qui nous donne un diagramme commutatif

A—"e 2o x

1 F

B——B ——>Y'
v b

tel que a’u = a, b"v =1, et i’ € J. On conclut en posant b’ = pb”.

1.6.2.3 — Une J-fibration est une W-équivalence si et seulement si c’est une
I-fibration.

Il est clair que toute I-fibration est & la fois une J-fibration et une W-équivalence.
Réciproquement, il résulte facilement de 1.6.2.2 que toute J-fibration qui est une
W-équivalence vérifie la propriété de relevement a droite relativement a I.

1.6.2.4 — Une I-cofibration est une W-équivalence si et seulement si c’est une
J-cofibration.

On sait déja que toute J-cofibration est a la fois une I-cofibration et une W-
équivalence. Soit i : X — Y une I-cofibration. On peut la factoriser, grace a I’argu-
ment du petit objet appliqué a J, en une J-cofibration j suivie d’une J-fibration q.
Si ¢ est une W-équivalence, alors il en est de méme de ¢, ce qui implique en vertu de
1.6.2.3 que q est une [-fibration. Le lemme du rétracte implique que ¢ est un rétracte
de j, et qu’il est donc une J-cofibration.

Les axiomes de factorisation étant assurés par I’argument du petit objet, on peut
a présent affirmer que A est munie d'une structure de catégorie de modeles fermée
engendrée par le couple (I, J) dont les équivalences faibles sont les W-équivalences.
La propreté a gauche de cette structure résulte de la propreté a gauche de la structure
de catégorie de modeles fermée du théoréme 1.4.3 (voir remarque 1.5.2) et de ’énoncé
dual du corollaire 1.5.21. Ce dernier corollaire implique aussi la derniere assertion du
théoreme concernant la propreté a droite. O

Proposition 1.6.3 — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur accessible.
On suppose donnés un ensemble I de monomorphismes de A tel que toute I-fibration
soit une W-équivalence, et une classe W' de morphismes de préfaisceauz sur A conte-
nant W. Alors pour que W' soit un A-localisateur accessible, il faut et il suffit que la
catégorie des préfaisceaux sur A admette une structure de catégorie de modéles fermée
a engendrement cofibrant dont les équivalences faibles sont les W’ -équivalences, et les
cofibrations, les I-cofibrations.
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Démonstration. — C’est une condition nécessaire en vertu du théoréme 1.6.2. Réci-
proquement, supposons qu'’il existe un ensemble J de I-cofibrations tel que A admette
une structure de catégorie de modeles fermée engendrée par le couple (I,.J) dont les
équivalences faibles sont les W/-équivalences (i.e. les éléments de W’), et notons W”
le A-localisateur engendré par W et par J. On va montrer que W = W”. Toute J-
cofibration est une W”-équivalence : ’argument du petit objet appliqué & J implique
qu’il suffit de vérifier que J C W”, ce qui est vrai par définition de W”. Soit u une
W’-équivalence. Pour vérifier que u est une W”-équivalence, on remarque que u admet
une factorisation en une J-cofibration j suivie d’'une J-fibration g. Mais alors ¢ est
une W’-équivalence, et donc une I-fibration. Les morphismes j et g étant dans W”, il
en est donc de méme de u. On a ainsi prouvé que W C W”. 1l reste donc & montrer
I'inclusion inverse. Pour cela, il suffit de prouver que W’ est un A-localisateur. Le seul
axiome non trivial & vérifier est ’axiome L3. Soient 7 un monomorphisme, et v un
morphisme de méme source que ¢ dans A.

Y <t X 2> 7
En utilisant des factorisations adéquates en I-cofibrations suivies de I-fibrations, on

peut construire un diagramme commutatif de la forme

-/ !’
Y/ <~—— X' —— 7'

|k

V<2t X257

dans lequel 7' est une I-cofibration, et les morphismes z, y et z sont des I-fibrations
(on peut par exemple choisir une factorisation de ¢ en une I-cofibration i’ suivie d’une
I-fibration y, et prendre pour x et z les identités de X et Z respectivement). Toutes
les fleches verticales étant en particulier des W-équivalences, il résulte de 1’assertion
(a) du lemme 1.4.15 que le morphisme canonique Y’ IIx, Z/ — Y IIx Z est une W-
équivalence. On en déduit aussitot que si 7 est une W’-équivalence, alors le morphisme
Z — Y llx Z en est une aussi. La stabilité par composition transfinie des monomor-
phismes qui sont dans W’ se démontre de maniere analogue. Si E est un ensemble bien
ordonné, et si F': F — A est un foncteur tel que pour tous €' < e, le morphisme
F., — F, soit un monomorphisme, alors il existe un foncteur F’ : F — A tel que
pour tout élément e de F, le morphisme h_nl)e/@ F., — F, soit une [I-cofibration,
et un morphisme de foncteurs F’ — F qui soit une I-fibration argument par argu-
ment (cela résulte d’une construction élémentaire par récurrence transfinie que nous
laissons en exercice au lecteur, ou bien encore de [74, théoréme 5.1.3] appliqué, pour
B = E, a la structure de catégorie de modeles fermée sur A dont les cofibrations sont
les I-cofibrations, et les équivalences faibles, les W’-équivalences). L’assertion (b) du
lemme 1.4.15 implique alors que le morphisme induit lim /' f— lim F* est une W-
équivalence, et donc, en particulier, une W’-équivalence. La classe des I-cofibrations
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qui sont des W’-équivalences étant stable par composition transfinie, cela permet de
conclure. O

1.6.4 — Les énoncés précédents permettent d’avoir le choix quant aux cofibrations
avec lesquelles on peut travailler. Le choix de celles-ci ne change rien a la théorie de
I’homotopie considérée : seules les équivalences faibles sont pertinentes. Cependant,
cette liberté permet une plus grande souplesse quant a la description des catégories
homotopiques et des foncteurs dérivés. On utilisera par exemple ce type de propriété
pour dériver les foncteurs de limite inductive (3.1.10) et de passage au quotient sous
Paction d’un préfaisceau de groupes (7.2.13). On rappelle dans la proposition sui-
vante quelques éléments du folklore sorital sur la localisation des catégorie de modeles
fermées (voir [72] pour un développement beaucoup plus exhaustif du sujet).

Proposition 1.6.5 — Soient C une catégorie admettant des petites limites inductives et
projectives, et (W, Fib, Cof) et (W', Fib’, Cof’) deux structures de catégorie de modéles
fermée sur C telles que W C W' et Cof = Cof’ (ce qui implique que Fib" C Fib).
On notera les catégories de modéles fermées correspondantes C = (C, W, Fib, Cof)
et C' = (C,W',Fib’,Cof’). Le foncteur identité définit donc un foncteur de Quillen
a gauche de C vers C'. On appellera W-équivalences (resp. W’-équivalences, resp.
fibrations, resp. fibrations fortes) les fléches qui sont dans W (resp. dans W', resp.
dans Fib, resp. dans Fib'). Un objet X sera dit fibrant (resp. fortement fibrant) si le
morphisme de X wvers l'objet final est une fibration (resp. une fibration forte). On a
alors les propriétés suivantes.

(i) Le foncteur canonique Ho C —= Ho C' admet un adjoint o droite pleinement
fidéle dont I’image essentielle est formée des objets isomorphes dans Ho C a des objets
fortement fibrants.

(ii) Un objet fibrant de C est fortement fibrant si et seulement s’il est isomorphe
dans Ho C a un objet fortement fibrant.

(iii) Considérons un triangle commutatif

X——Y

%

de C dans lequel u est une W-équivalence, et p et q sont des fibrations. Pour que p
soit une fibration forte, il faut et il suffit que q en soit une.

(iv) Un objet fibrant X de C est fortement fibrant si et seulement si pour toute
W’ -équivalence entre objets cofibrants A — B, lapplication

Hompge (B, X) — Homp, (4, X)

est bijective.
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(v) Un morphisme entre objets fortement fibrants est une W-équivalence si et seule-
ment s’il est une W’ -équivalence.
(vi) Pour tout triangle commutatif

e
X /
A

dans lequel p et q sont des fibrations fortes, le morphisme u est une W-équivalence si
et seulement s’il est une W’-équivalence.

(vil) Un morphisme entre objets fortement fibrants est une fibration forte si et
seulement s’il est une fibration.

(viii) Soit G : C — D un foncteur de Quillen & gauche. Pour que G induise un
foncteur de Quillen & gauche de C' vers D (i.e. qu’il envoie les cofibrations triviales de
C’ sur des cofibrations triviales de D), il faut et il suffit qu’il envoie les W' -équivalences
entre objets cofibrants sur des équivalences faibles de D.

Démonstration. — L’assertion (i) est une conséquence immédiate des sorites géné-
raux sur les adjonctions de Quillen appliqués a l'identité de C, vue comme un fonc-
teur de Quillen & gauche de C vers ' (voir par exemple [74, théoréme 1.3.7 et
lemme 1.3.10]). On en déduit facilement les assertions (i), (i) et (v). Les asser-
tions (#iz) et (vi) sont des reformulations respectives des énoncés (i) et (v), appliqués
a la catégorie C/Z. Montrons 1’énoncé (vii). Supposons que p : X —= Y soit une
fibration entre objets fortement fibrants. On peut alors choisir une factorisation de
p en une W'-équivalence ¢ : X — Z suivie d’une fibration forte q : Z — Y. Mais
alors Z est fortement fibrant, ce qui implique d’apreés (v) que i est une W-équivalence.
Il résulte donc de (i) que p est une fibration forte. La réciproque est immédiate
(puisque toute fibration forte est une fibration). Il reste & présent & démontrer Pas-
sertion (wiit). Le fait que cela soit une condition nécessaire résulte immédiatement du
lemme de Ken Brown [74, lemme 1.1.12]. Réciproquement, supposons que le foncteur
G envoie les W/-équivalences entre objets cofibrants sur des équivalences faibles de
D. Le foncteur G admet par définition un adjoint a droite D qui est un foncteur
de Quillen a droite. Pour prouver que G définit un foncteur de Quillen & gauche de
C' vers D, il suffit de prouver que le foncteur D envoie les fibrations de D sur des
fibrations fortes. On voit dans un premier temps que le foncteur D envoie les objets
fibrants de D sur des objets fortement fibrants. En effet, si X est un objet fibrant
de D, et A — B une W’-équivalence entre objets cofibrants de C, on a les bijections
canoniques ci-dessous (ot LG et RD désignent respectivement le foncteur dérivé a
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gauche de G et le foncteur dérivé a droite de D).

Hompy, (B, D(X)) ~ Homy, (B, RD(X ))
~ Hompg, »(LG(B), X
~ Hompg, »(G(B), )
~ Homy, p(G(4), X)
~ Homy, p(LG(A4), X)
~ Hompo ¢ (A, RD(X))
~ Hompg, (4, D(X))

Il résulte donc bien de (iv) que DX est un objet fortement fibrant. Considérons enfin
une fibration p: X — Y de D. Le foncteur

y : DY — C/DY | (Z,Z —Y)+— (DZ,DZ — DY)
a pour adjoint a gauche le foncteur
y:C/DY — DY | (Z,Z — DY) +— (GZ,GZ —Y) ,
ou GZ —=Y est la fleche obtenue de Z —= DY par adjonction. On vérifie aussitot
que Gy et Dy forment une adjonction de Quillen, et que Gy envoie les W’-équivalences
entre objets cofibrants au-dessus de DY sur des équivalences faibles au-dessus de Y.

Ce qui précede implique donc que Dy (X, p) est un objet fortement fibrant de /DY,
ou autrement dit, que Dp est une fibration forte. o
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CHAPITRE 2

YOGA SIMPLICIAL

2.1. Ensembles simpliciaux

2.1.1 — On rappelle que la catégorie des simplexes A est la sous-catégorie pleine de
la catégorie Cat des petites catégories dont les objets sont les ensembles bien ordonnés

A, ={0,...,n}, n>0.

La catégorie des ensembles simpliciaux est par définition la catégorie A des préfais-
ceaux d’ensembles sur A.

Pour 0 < i < n, n > 1, on note &’ I'unique application croissante et injective de
A, vers A, qui ne prend pas la valeur i, et pour 0 < i < n, of, I'unique application
croissante et surjective de A, 11 vers A, qui prend deux fois la valeur i. On définit
alors des ensembles simpliciaux dA,, par la formule A,, = Up<ic, Im &%, pour n > 1,
et 04y = &, pour n = 0. On a donc, pour chaque n > 0, une inclusion canonique
0A, — A,.

La catégorie A admet un automorphisme involutif non trivial Inv : A — A,
tel que pour tout n > 0, Inv(A,) = A,, et pour toute application croissante ¢ :
Ay — Ay,

Inv(p)(k)=n—pm—k), 0<k<m.
Ainsi, on a

Im}(éfl) = 52_i , Im)(afl) = az_i .

Proposition 2.1.2 — L’ensemble d’inclusions

{04, — A, |n>0}

~

est un modéle cellulaire de A.

Démonstration. — Voir [60, chap. III, §3.2]. Nous redémontrerons ce fait dans un
cadre plus abstrait plus loin; cf. la proposition 8.1.37. O
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2.1.3 — On a un segment séparant (Ay, d1, §?9), ce qui définit une donnée homoto-
pique élémentaire sur A, notée A; (voir I'exemple 1.3.8), une structure homotopique
(engendrée par la donnée homotopique (A1, @)), et donc une classe d’extensions ano-
dines dans 3, ainsi qu'un A-localisateur accessible W, (proposition 1.4.2). On appel-
lera co-équivalences les éléments de W,. La remarque 1.3.15 implique que I’ensemble
J des inclusions

Ay x 0A, U{e} x A, — Ay x A, , n>0, e=0,1

engendre la classe des extensions anodines, dans le sens ou celles-ci sont les élément
de la classe I(r(J)). Ainsi cette notion d’extensions anodines coincide avec celle de
[60]. Pour ne pas nous singulariser, nous appellerons fibrations de Kan, les fibrations
naives au sens de cette classe d’extensions anodines, et complexes de Kan les objets
fibrants.

En vertu du corollaire 1.4.18, W, est le A-localisateur engendré par les projections

A xX—=X, XeObA.

En particulier, il résulte du corollaire 1.4.19 que W, est stable par produits finis.

On peut décrire les extensions anodines en exhibant un autre ensemble qui les
engendre. Pour 0 < k < n, n > 1, on pose A% = Up<j<n, j2k Im 67. On a alors une
inclusion canonique AF — A,,.

Proposition 2.1.4 — La classe des extensions anodines est la classe
Ir({AF —= A, |n>1,0<k<n})).

Démonstration. — Voir [60, chap. IV, §2.1] ou bien encore [64, chap. I, pro-
position 4.2]. O

Proposition 2.1.5 — La catégorie des ensembles simpliciaur admet une structure de
catégorie de modéles fermée, propre, et a engendrement cofibrant, dont les équivalences
faibles sont les co-équivalences, et dont les cofibrations sont les monomorphismes. En
outre, les objets fibrants sont exactement les complexes de Kan.

Démonstration. — Le fait que 'on obtienne de la sorte une structure de catégorie
de modeles fermée a engendrement cofibrant, avec pour objets fibrants les complexes
de Kan, résulte du théoreme 1.3.22 et de la proposition 1.3.36. D’autre part, comme
W est le A-localisateur engendré par les projections Ay x X — X, X € Ob 3, la
propreté résulte du corollaire 1.5.7. O

La suite de ce paragraphe sera consacrée, en grande partie, a montrer que la donnée
homotopique (A1, &) est compléte (cf. 1.3.48), autrement dit, que les fibrations de la
structure de catégorie de modeles fermée de la proposition ci-dessus sont exactement
les fibrations de Kan. On obtiendra ainsi une nouvelle preuve du théoreme de Quillen
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sur la structure de catégorie de modeles fermée des ensembles simpliciaux?). Jusqu’a
la preuve de ce résultat on prendra soin de distinguer les fibrations de Kan des fi-
brations, les extensions anodines des cofibrations triviales, et les équivalences faibles
absolues relatives a la donnée homotopique ci-dessus des co-équivalences.

Proposition 2.1.6 — Toute limite inductive filtrante de fibrations de Kan (resp. de
fibrations triviales) est une fibration de Kan (resp. une fibration triviale).

Démonstration. — Soient j : K — L une inclusion d’ensembles simpliciaux de pré-
sentation finie (autrement dit, telle que le foncteur Homx (M, .) commute aux petites
limites inductives filtrantes pour M = K, L), I une petite catégorie filtrante, X et Y
deux foncteurs de I vers ﬁ, et p: X — Y un morphisme de foncteurs tel que pour
tout ¢ € ObI, p(i) ait la propriété de relevement & droite relativement & j. On va
montrer que lim p vérifie aussi cette propriété. On se donne donc un carré commutatif

et comme K et L sont de présentation finie, il existe des factorisations de k et de [
telles que le diagramme suivant soit commutif

K X(i) lim X
J Lp(i) lhmp
L Y (i) limY

Le carré de gauche admet par hypothese un relevement, ce qui en définit un pour le
carré composé, qui n’est autre que le carré donné. La proposition résulte a présent
des propositions 2.1.2 et 2.1.4, et du fait que les ensembles simpliciaux A,, 0A,, et
A% sont de présentation finie. O

2.1.7 — On dit qu'un carré commutatif dans une catégorie C est absolument cartésien
si son image par tout foncteur de source la catégorie C est un carré cartésien.

M1a preuve que nous donnons ici a pour particularité de ne pas faire appel & la théorie des fibrations
minimales ni & aucune sorte de réalisation topologique. Elle utilise seulements les bonnes propriétés
combinatoires du foncteurs Ez°>° de Kan (il est & noter que dans [109], Quillen annonce ’existence
d’une telle démonstration sans plus de détails). Voir aussi le scholie 2.3.21 pour une variante.
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Lemme 2.1.8 — Soient C une catégorie, et

A—>B

C—k>D

un carré commutatif dans C. On suppose que j, k, | admettent des rétractions r, q, p
respectivement, et que pk = ir. Alors le carré ci-dessus est absolument cartésien.

Démonstration. — Vu que 'image, par un foncteur arbitraire, d’'un carré commutatif
satisfaisant aux conditions du lemme satisfait encore a ces hypotheses, il suffit de
montrer qu’un tel carré est cartésien. Soit donc u : X — C, v : X — B deux fleches
de C telles que ku = lv, et montrons qu'il existe un unique morphisme w : X — A
tel que u = jw et v = jw.

%
- - o

fi;r | Jp

Unicité : Si w satisfait a ces conditions, on a w = rjw = ru, ce qui prouve l'unicité.

FExistence : Posons w = ru. On a
v = plv = pku = iru = iw

u = qgku = qlv = qliw = qkjw = jw ,
ce qui acheve la démonstration. O

Proposition 2.1.9 — Pour m > 2, 0 < i < j < m, le carré suivant de A est absolu-

ment cartésien

Spn1
Am—2 Am—l
o, )
Drnjij = %1[ 5,
Amfl B > Am
m
Démonstration. — Comme §;, admet une rétraction, il suffit en vertu du lemme pré-

cédent, de montrer que 5#7_11 et 87, admettent des rétractions, r et p respectivement,
telles que 8%, ;7 = pdi . Les relations simpliciales montrent que si j < m, on peut

prendre r = ofnilQ et p = Jf;%l, et que si j = m et i < j — 1, on peut prendre

. J—2 _ J—1 . . .
r=o, 5etp=o, . Il reste le cas j = m et i = m — 1. Mais alors, comme m > 2,
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on a i > 0. Or le carré Dy, ; ; est 'image du carré Dy, m—j,m—; par 'automorphisme
Inv de A. Sii > 0, on am—i < m, et 'assertion résulte du premier cas, ce qui acheve
la démonstration. O

Lemme 2.1.10— Soient A une petite catégorie, et F : A— A4 un foncteur com-
mutant aux petites limites inductives. Pour que le foncteur I : A—=A respecte les
monomorphismes, il faut et il suffit que la fleche (F61,F60) : FA I FAy — FA,
soit un monomorphisme de A.

Démonstration. — En vertu de la proposition 2.1.2, le foncteur F' respecte les mono-
morphismes si et seulement si pour tout entier positif n, le morphisme F0A,, — F A,
est un monomorphisme. On va vérifier que c’est toujours le cas pour n # 1, ce qui
montrera le lemme.

Lorsque n = 0, c’est trivial, car 0Ag = @, et car le foncteur F' commute aux petites
limites inductives. Il suffit donc de considérer le cas ot n > 1. On définit un sous-objet
OF A, de FA,, en posant OF A,, = Upci<n Im F6!. Les carrés absolument cartésiens
décrits par la proposition 2.1.9 montrent que pour i < j, on a Im F§) N Im F§) ~
F(Imd) NImd)) ~ FA,_o. La présentation standard de dA,, (cf. [60, chap. II,
§3.9]) permet ainsi de constater que FOA,, ~ OFA,, ce qui montre que FOA,, est
canoniquement un sous-objet de F'A,, pour n > 1. O
Lemme 2.1.11— Soient D une classe d’objets de 3, et n un entier. On suppose que
les conditions suivantes sont vérifiées.

(a) Pour tout carré cocartésien de A

— X/

X
Y —Y’

tel que i soit un monomorphisme, si X, Y, et X' sont dans D, il en est de méme
de Y'.

(b) Pour tout m, 0 < m < n, A, est dans D, et le préfaisceau vide & est dans D.

<
Alors pour tout m, 0 < m < n, tout sous-objet homogene de A, (réunion de faces

de Ay,) est dans D. En particulier, pour tout m, 0 < m < n, 04, est dans D.

Démonstration. — Pour m = 0,1 c’est immédiat. Soient m un entier , 1 < m < n, et
K un sous-objet homogeéne de A,,. Alors il existe un sous-ensemble I de {0,...,m}
tel que K = U;erIm i, On procéde par récurrence sur |I|. Si [I| = 0,1, alors
K =9, A, et lassertion résulte de (b). Supposons donc que |I| > 2, et soit ¢ le
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plus petit élément de I. On pose J = I — {i}, et on définit un sous-objet homogene L
de A, par L = Uje;Imé,. On a alors un carré cocartésien

LN Am—l —_— Am—l

.

L———K

La proposition 2.1.9 montre que LNA,,_1 ~ Ujes(Im 67, NIm 6) ~ Uje s Im§7",. On
en déduit que LNA,,_; est un sous-objet homogeéne de A,,_1, et comme | J | = | I |—1,
I’hypothese de récurrence implique que L et L N A,,_1 sont dans D. Comme A,, 1
est dans D (par (b)), la condition (a) implique que K est dans D. O

Proposition 2.1.12 — Soit D une classe d’objets de A saturée par monomorphismes
(cf. 1.1.12). Si pour tout m > 0, A, est dans D, alors D = Ob A.

~

Démonstration. — En considérant le modele cellulaire 04, — A,,, m > 0, de A
(cf. 2.1.2), la proposition résulte du lemme 1.2.30 et du lemme ci-dessus. O

Corollaire 2.1.13 — Soient A une petite catégorie, F, G : A — A deux foncteurs
commutant auz petites limites inductives et respectant les monomorphismes, et a :
F —= G un morphisme de foncteurs.

(a) Soit W un A-localisateur. Si pour tout entier m > 0, ay,, est dans W, alors
pour tout ensemble simplicial X, oy est dans W.

(b) Soient (3,An) une structure homotopique sur A, et W la classe des équiva-
lences faibles absolues relatives a cette structure. Si pour tout entier m > 0, oy~ est
dans W, alors pour tout ensemble simplicial X, oy est dans W?.

(c) Soit (3,An) une structure homotopique sur A, et supposons que pour tout en-
semble simplicial X, ay soit un monomorphisme, et que pour tout entierm =0, a
soit dans An. Alors pour tout ensemble simplicial X, ay est dans An.

Démonstration. — Les assertions (a) et (b) résultent du lemme 1.1.15, de la propo-
sition 1.3.60, de la remarque 1.4.16, et de la proposition précédente. L assertion (c)
résulte de Passertion (b) et de la proposition 1.3.56. O

2.1.14 — La catégorie A est par définition une sous-catégorie pleine de Cat. On
rappelle que le foncteur nerf N : Cat — A, C+——= N C, est le foncteur qui & une
petite catégorie C' associe I’ensemble simplicial A,, —= Homg, (A4, C).

Lemme 2.1.15— Soit A une petite catégorie admettant un objet final. Alors toute
fleche f: Ag —= N A est une extension anodine.

Démonstration. — Notons s : Ag —= N A la fleche correspondant au 0-simplexe dé-
fini par 'objet final de A. On vérifie facilement que ce morphisme est un rétracte
par déformation fort, et donc qu’il est une extension anodine de A en vertu du
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lemme 1.3.38. En outre, pour ¢ = 0,1, le morphisme 6] : Ag — A; est une ex-
tension anodine. Si f : A9 —= N A est un morphisme quelconque, il existe une fleche
h: Ai — N A telle que hé} = f et hdY = s. Supposons que f soit distinct de s.
Alors h est un monomorphisme, et comme 69 et s sont des extensions anodines, il
résulte du corollaire 1.3.58 qu’il en est de méme de h. On en déduit que f est une
extension anodine. O

Proposition 2.1.16 — Soient A, B deux petites catégories admettant un objet final.
Alors toute fleche f: N A —= N B est une équivalence faible absolue.

Démonstration. — Le choix d'un O-simplexe de N A, par exemple celui défini par
I’objet final de A, définit un triangle commutatif

Ao
NA——NB

dont les fleches obliques sont, en vertu du lemme précédent, des extensions anodines.
L’assertion résulte donc de la proposition 1.3.57. o
Lemme 2.1.17— Soit C une classe de fleches de A satisfaisant auz conditions sui-
vantes.

(a) La classe C est stable par compositions et par images directes.

(b) Sif: X —Y etg:Y — Z sont deux monomorphismes de A, etsifetgf
sont dans C, alors g est dans C.

(¢) Pour tout m > 0, toute flecche Ay —= A, est dans C.

Alors pour tout m > 0, la fleche
0] X 1a, 1 Ap — A1 x A, , =01,
est dans C.

Démonstration. — Pour tous m, n > 0, et tout monomorphisme A,, — A,, en
choisissant un morphisme Ay — 4A,,, et en considérant le triangle commutatif

Ay Ay,
A, J

on remarque que les conditions (b) et (¢) impliquent que A,, — A, est dans C.

~

Soit m > 0. Pour 0 < k < m, on définit des monomorphismes de A

gt A1 — Ay X Ay,

pat {(0, ) si 0<

1<k
u(l) = .
(L,1-1) si k<l<m+1
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En posant Ly = Uggr <k Imuy,, 0 < k < m, on obtient une suite de sous-objets
AerlZL()CLlC"'CLm:Al XAm,
telle que pour 0 < k < m, on ait Ly NImuw,  , ~ A, I'inclusion

Ly NImug,; —= Imug,,

s’identifiant au monomorphisme 55;;11 : Ay — A1 On a donce des carrés cocar-

tésiens du type

sh+1
m+1
Ay —" e Ay

o

Lk—>Lk+1 >

et la condition (a) entraine que 'inclusion Ly —= Li41 est dans C, ce qui implique
qu’il en est de méme de la fleche composée ug : A1 ~ Lo — L, = A1 X Ay,
En vertu de (a) et (¢), on en déduit que les morphismes Ay — Ay x A, définis
par (0,0) et (1,0) sont dans C, et par suite, par (b) et (¢), que les morphismes
0f x 1a,, : Ap —= Ay X Ay, sont aussi dans C. O

Remarque 2.1.18— Dauns le lemme précédent, on peut remplacer la condition (¢) par
la condition plus faible

(¢) Pour tout m > 0, les fleches

Z—U Zm
Ag ——= A,, et Ag —== A,
O———=0 O————>m

sont dans C.

En effet, pour tout k, 0 < k£ < m, on a un carré cocartésien

OF——>0

0
0 Ag—5 Ay 1

EEN

ko Ay——=A4n I+k
1

le composé Ag —= A, étant défini par 0 — k.

~

Théoreme 2.1.19— La classe des extensions anodines de A est la plus petite classe
C de fleches de A satisfaisant aux conditions suivantes.

(a) La classe C est stable par images directes, par compositions transfinies, et par
rétractes.
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(b) Si f: X —=Y etg:Y — Z sont deux monomorphismes composables de A
et si f et gf sont dans C, alors g est dans C.
(c) Pour tout m > 0, toute fleche Ay —= A, est dans C.

Démonstration. — La classe des extensions anodines satisfait aux conditions (a), (b),
et (¢) en vertu de la remarque 1.3.11, du corollaire 1.3.58, et du lemme 2.1.15 respecti-
vement. D’autre part, il résulte du lemme précédent que les conditions (a), (), et (¢)
impliquent que pour tout m > 0, les morphismes §; x1a,, : A, — A1 x4, =0,1,
sont dans C. La proposition 1.1.16, appliquée aux foncteurs F' = 13, G = 4A; x 13,
aux morphismes de foncteurs 67 x 11, € = 0,1, et a la classe formée des monomor-
phismes appartenant & C, implique donc, en vertu de la proposition 2.1.12, que pour
tout ensemble simplicial X, les morphismes 6] X 1x : X — A; x X sont dans C. Le
théoreme résulte alors du corollaire 1.3.59. O

Corollaire 2.1.20 — La classe des oo-équivalences de A est la plus petite classe C de
fleches de A satisfaisant auzx conditions suivantes.

(a) La classe des monomorphismes de A appartenant & C est stable par images
directes, par compositions transfinies, et par rétractes.

(b) Si dans un triangle commutatif de A deuz des trois fleches sont dans C, il en
est de méme de la troisiéme.

(¢) Pour tout m >0, la fleche Ay, — Ag est dans C.

Démonstration. — Le corollaire résulte aussitot du scholie 1.3.45, et du théoreme
précédent, appliqué a la classe des monomorphismes de A appartenant a C. O

Corollaire 2.1.21 — Le A-localisateur W, est le A-localisateur engendré par les mor-
phismes Ap, —= Ag, m > 0.

Démonstration. — Cela résulte du corollaire 1.4.7, et du corollaire précédent. O

Corollaire 2.1.22 — Soient A une petite catégoriec, W un A-localisateur, et F
A—=A un foncteur commutant aux petites limites inductives et respectant les
monomorphismes. Si pour tout m > 0, le morphisme FA,,, — FAq est dans W,
alors le foncteur F transforme les oco-équivalences en W-équivalences.

Démonstration. — La classe des fleches de A dont I'image par F est dans W satisfait,
en vertu du corollaire 1.4.7, aux conditions (a), (b), et (¢) du corollaire 2.1.20, ce qui
prouve 'assertion. O

2.1.23 — On rappelle que si u : A — (C est un foncteur défini sur une petite caté-
gorie, et a valeur dans une catégorie admettant des petites limites inductives, il existe
un unique foncteur wu, : A—C qui commute aux petites limites inductives prolon-
geant u, et que le foncteur u, admet un adjoint a droite, noté u* : C — g, défini par
¢+ (a — Home (u(a),c)).

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2006



92 CHAPITRE 2. YOGA SIMPLICIAL

Proposition 2.1.24 — Soit i : A — Cat un foncteur satisfaisant aux conditions
sutvantes :

(a) pour tout m > 0, i(A,,) admet un objet final;

(b) (d1) # i(a7).-
Soit Ni: A —= A le composé de i avec le foncteur nerf, et posons F = (N i),. Alors
le foncteur F : A—>A respecte les extensions anodines.

Démonstration. — La condition (b) implique en vertu du lemme 2.1.10 que le foncteur
F' respecte les monomorphismes. Comme ce foncteur commute aux petites limites
inductives, on en déduit que la classe des fleches de A dont I'image par F' est une
extension anodine satisfait aux conditions (a) et (b) du théoreme 2.1.19. D’autre part,
en vertu des propositions 1.3.56 et 2.1.16, la condition (a) de la proposition implique
que cette classe satisfait aussi & la condition (¢) du théoréme. On en déduit qu’elle
contient les extensions anodines, ce qui prouve la proposition. o

Proposition 2.1.25 — Soient i, : A — Cat, € = 0,1, deux foncteurs satisfaisant aux
conditions suivantes :

(a) pour tout m =0, i_.(Ay,) admet un objet final;

(b) i.(07) # i(87).
On pose F, = (Ni,), : A— 3, e = 0,1. Alors tout morphisme de foncteurs « :
Fy — F est une équivalence faible absolue argument par argument.

Démonstration. — Les foncteurs Fy et F} commutent aux petites limites inductives,
et il résulte de la condition (b) et du lemme 2.1.10 qu’ils respectent les monomor-
phismes. En vertu du corollaire 2.1.13, (b), il suffit donc donc de prouver que pour
tout m = 0,

ay, Fo(Am) = Nig(Ay) — Niy(An) = F1(4n)
est une équivalence faible absolue. Mais cela résulte de I’hypotheése (a) et de la pro-
position 2.1.16. O

2.1.26 — On introduit a présent les foncteurs de subdivision barycentrique et
d’extension de Kan (d’apreés [91]). Soit Ord la catégorie des ensembles ordonnés.
On définit un foncteur ¢ : Ord — Cat, qui & chaque ensemble ordonné E, associe
I’ensemble des sous-ensembles totalement ordonnés finis et non vides de F, ordonné
par linclusion (puis vu comme une catégorie), et a chaque application croissante
f : E— F, associe 'application croissante £f : (F —= (F, S+ f(S). En com-
posant avec le foncteur nerf N : Cat — A on obtient un foncteur N ¢ : Ord —= A.
Comme A est une sous-catégorie pleine de Ord, cela définit par restriction un foncteur
o:A— 3, A, —= NEA,. On obtient ainsi un foncteur

Sd =o,: A—A )
lequel admet un adjoint a droite

Er=o0":A—A .
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Explicitement, pour tout ensemble simplicial X, et tout entier m > 0,
(Bx X)m = Homz (N €A, X) .

On remarque que pour tout ensemble ordonné FE, il existe une application croissante
ap 1 EE—FE, quia S C E associe max S. Si h: A — A est le plongement de
Yoneda, cela définit un morphisme de foncteurs o : ¢ — h, d’ot un morphisme
de foncteurs a : Sd — 13. Par adjonction, on obtient un morphisme de foncteurs
B : 13 — Ez. Il est immédiat que le foncteur Sd respecte les monomorphismes en
vertu du lemme 2.1.10, et comme pour tout m > 0, oy : Sd A, = N A, — Ay,
est un épimorphisme, pour tout ensemble simplicial X, By : X — Ex X est un
monomorphisme.

Corollaire 2.1.27 — Le foncteur Sd respecte les extensions anodines, et le foncteur
Ezx respecte les fibrations de Kan. De plus, le morphisme de foncteurs o : Sd —= 13
est une équivalence faible absolue argument par argument.

Démonstration. — Le corollaire résulte aussitot des propositions 2.1.24 et 2.1.25, et
d’un argument standard d’adjonction. o

2.1.28 — Soit Y un ensemble simplicial. On définit un foncteur
Sd¥ :A)Y — AJY
en posant pour tout objet (X, f: X —Y) de A/Y,
Sd¥ (X, f) = (Sd X,ay Sd f) = (4 X, fay) ,
et pour toute fleche g : (X, f) — (X', f’) de K/Y7 Sd¥ (g) = 8d g.

g , Sdg ,
X—X SdX —Sd X

Y —
5d x /f’ N fax %axz
Y Y

On définit un morphisme de foncteurs o : Sd¥ — lﬁ/y, par O‘{ny) = oy, pour
(X,f)eObA/Y.

SdX —X - x
Y _
Q(Xaf) - fax %
Y

Le foncteur Sd* admet un adjoint & droite EzY : A/Y — A/Y, tel que pour tout
objet (X, f: X —Y)de A/Y,

ExY (X, f)=(Y Xpgey Bz X,Y Xpgpy Bt X —Y) ,
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ouY Xpg,v Fx X — Y désigne le morphisme obtenu de Fx f : Ex X — EzY par
le changement de base By : Y —= Ez Y. Le morphisme de foncteurs o définit par
adjonction un morphisme de foncteurs 3Y : 1

(X,f: X —Y)de A/Y,

A)y — EzY tel que pour tout objet

ﬁ();(,f) :(faﬁX) :XQYXEJ:Y Ex X

soit le morphisme déduit du carré commutatif

Bx
X——Fkx X

1| Js

Y ——EzY
By

En considérant la structure homotopique sur A/Y" induite par celle sur A (cf. 1.3.54),
il résulte du corollaire 2.1.27 que le foncteur Sd¥ respecte les extensions anodines de
A /Y, et que a¥ est une équivalence faible argument par argument. Par un argument
standard d’adjonction, on en déduit que EzY respecte les fibrations naives de 3/ Y,
et en particulier les objets fibrants.

Lemme 2.1.29— Soient C une catégorie de modeles fermée, G : C —= C un endo-
foncteur admettant un adjoint a droite D, et respectant les cofibrations et les cofibra-
tions triviales. On se donne aussi un morphisme de foncteurs o : G —= 1., on note
B : 10 —= D le morphisme obtenu par adjonction, et on suppose que pour tout objet
cofibrant X de C, le morphisme o est une équivalence faible. Alors pour tout objet
fibrant X, le morphisme Bx : X —= DX est une équivalence faible.

Démonstration. — Cela est un cas particulier de [74, corollaire 1.4.4 (b)]. O

Proposition 2.1.30 — Pour toute fibration de Kan p : X —=Y, le morphisme
(p,Bx): X —Y Xgy Fx X est une extension anodine.

Démonstration. — Soit p : X — Y une fibration de Kan. On va appliquer le
lemme précédent a la catégorie de modeles fermée sur A /Y définie par la structure
homotopique induite sur A/Y, au couple de foncteurs adjoints SdY, ExY, et aux
morphismes de foncteurs ¥ : §d¥ — lﬁ/y, pY - 18/3/ — EzY. Comme le fonc-
teur Sd respecte les monomorphismes, il en est de méme pour SdY, et comme oY
est une équivalence faible argument par argument, Sd¥ respecte les équivalences
faibles. Le foncteur Sd¥ respecte donc les cofibrations et les cofibrations triviales

de ﬁ/Y Comme p est une fibration de Kan, (X, p) est un objet fibrant de K/Y,
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et il résulte du lemme précédent que

(p,Bx) ) Y pey B X
Blx.p
(X,p) —> Ex¥ (X \ /

est une équivalence faible de 3/ Y. Le morphisme (x étant un monomorphisme
il en est de méme de 6( X.p) 4 qui est donc une cofibration triviale de A/ Y. Mais
(X, p) est un objet fibrant de A/Y, donc EzY (X,p) aussi, et par suite il résulte du
corollaire 1.3.35 que 5 X,p) ©st une extension anodine de A/ Y. On en déduit que
(p,Bx): X —Y Xpg, vy Fx X est une extension anodine de A. O

2.1.31 — Pour n > 0, on a un morphisme de foncteurs
BEgn : Bx" —> Ex"T!

ce qui définit un systéeme inductif de foncteurs,

13—>Eaj e i > Fp" —s Eg"™T o

On obtient ainsi un foncteur

Ez™ =1lim Ez" : A — A .
—_—

On définit par récurrence des morphismes " : 13 — Ez" par 3% =1, , et g"! =
gen 3", Cela induit un morphisme de foncteurs 8 : 1z — Ez*=°
B B p A

Corollaire 2.1.32 — Pour toute fibration de Kanp : X —= Y, le morphisme (p, 5F) :
X —Y Xpgpoy Fz™ X est une extension anodine.

Démonstration. — Le morphisme (p, 5F) est le composé transfini de la suite

o LY XBgny Branx nal
X>Y Xpgy Bz X = =Y Xgpmy Fz"X —————Y Xpgpnt1y Ex"7X = .

Comme le foncteur Ez respecte les fibrations de Kan (2.1.27), Ez" p est une fibration
de Kan, et le carré cartésien

Y X Exny El'nX—)Ean
Pnl lEz”’p
Y———E"Y

implique que le morphisme p,, est une fibration de Kan. En vertu de la proposi-
tion 2.1.30, appliquée a la fibration de Kan p,, la fleche

Y X pgany Ex"XMY X ey Br(Y X gy Bx" X)

est une extension anodine, et les isomorphismes

Y Xpey Br(Y Xpeny Bx"X)~Y Xppy Bz Y X ggat1y Bz X ~Y X guniny Bz" X
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identifient cette fleche au morphisme 1y Xg, ., BEs» x. Le lemme résulte donc de la
stabilité des extensions anodines par compositions transfinies. O

2.1.33 — On définit a présent la catégorie CS des complexes simpliciaux combina-
toires : un complexe simplicial combinatoire est un couple X = (E, ®), ot F est un
ensemble ordonné, et ol1 @ est un sous-ensemble de £E tel que pour tous S € ¢, S’ C S,
si S" # @, alors S’ € P, et tel que pour tout élément z de F, le singloton {x} soit dans
@. Un morphisme de complexes simpliciaux combinatoires f : (Ey, @) —= (E1,P1)
est une application croissante f : Ey —= E telle que f(®¢) C #1. On a un fonc-
teur évident k : A — (S, défini par A, = (A,,&A,,) (cf. 2.1.26), ce qui induit un
foncteur
K CS — A X +— (A, +— Homgg(kA,, X)) .

Concrétement, si X = (E, ) est un complexe simplicial combinatoire, un n-simplexe
de k* X est une application croissante f : A, — E telle que f(A,) € ¢. On remarque
que si E est un ensemble ordonné, alors k*(E,£F) n’est autre que le nerf de E.

Exemple 2.1.34— On note &% (resp. 09,,) 'ensemble des parties non vides de A,, qui
ne contiennent pas {0, ..., k—1,k+1,...,n} (resp. {0,...,n}). Alors k* (A, ®¥) = Ak
(resp. K* (A, 0P,) = 0A,,).

2.1.35 — Soit X = (F,®) un complexe simplicial combinatoire. On définit un mor-
phisme naturel

Sdk*X — N@

(on1 @ est vu comme un sous-ensemble ordonné de £F, et donc comme une catégorie)
de la manieére suivante. Par définition, on a

Sdk*X = lim NEA,
—_
f:A, — FE

croissante

f(An)ed
Pour toute f : A, — E croissante telle que f(A4,,) € @, on définit une application
croissante

§4, — & | (SCAn)Hf(S)a

d’olt un morphisme d’ensembles simpliciaux N (A, —= N &. Par la propriété uni-
verselle des limites inductives, on en déduit le morphisme annoncé Sd k* X — N .

Lemme 2.1.36— Si E est un ensemble ordonné, alors le morphisme canonique
SdN E —= NEFE est un isomorphisme.

Démonstration. — L’assertion est vraie par définition si £ = A,, pour n > 0. Elle est
donc vraie pour tout ensemble totalement ordonné fini E (le cas E = & est trivial).
D’autre part, tout ensemble ordonné E est la réunion de ses parties finies et totalement
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ordonnées. Si P désigne I’ensemble des parties finies et totalement ordonnées de FE, il
suffit de montrer que les morphismes évidents

lim NS—>= NE et lm N&S—= NEE
— =
SepP SeP

sont des isomorphismes. Comme les sous-objets de N E (resp. de N £E) de la forme
N S (resp. de la forme N £S), S € P, sont stables par intersections finies, cela peut
encore se reformuler en disant que N E (resp. N £E) est la réunion de ses sous-objets
de la forme N S (resp. de la forme N £S), S € P, ce qui est évident. O

Lemme 2.1.37— Pour tout compleze simplicial combinatoire X = (E,®), le mor-
phisme canonique Sd K*X —= N @ est un isomorphisme.

Démonstration. — Considérons le monomorphisme X = (E,®) — (E,¢E) de CS,
et le carré commutatif correspondant

Sd k*(E, &) —— Sd x*(E,£E)=Sd N E

| |

N ——> NEE

Comme les foncteurs Sd, k* et N respectent les monomorphismes, les fleches horizon-
tales sont des monomorphismes, et il résulte du lemme précédent que la fleche verticale
de droite est un isomorphisme. On en déduit que la fleche verticale de gauche est un
monomorphisme. Il nous reste donc a vérifier que cette fleche est aussi un épimor-
phisme. Considérons un n-simplexe Sy C --- C S, de N @. 1l définit un n-simplexe de
N €S, dont 'image par 'inclusion de N &S, dans N @ est notre n-simplexe préféré.
Or il résulte de la construction méme de Sd X que linclusion de N £S,, dans N @ se
factorise par Sd X, ce qui prouve la propriété voulue. O

Remarque 2.1.38— Le composé de l'isomorphisme inverse N ® — Sd xk*X et du
morphisme «, .y : SdK*X — £*X est le morphisme N & — £*X associant a un
m-simplexe Sy C S1 C -+ C S, de N @ le m-simplexe de k* X défini par 'application
croissante

Ay —FE k +— max Sy .

Pour le voir, on se rameéne aussitot par fonctorialité au cas ou X = (4,,,£A,), auquel
cas il s’agit de la définition méme de a.

La proposition ci-dessous est issue de [91], et la démonstration que nous en donnons
ici est essentiellement l'originale.
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Proposition 2.1.39Kan [91]). — Pour tout ensemble simplicial X, FEz° X est un
complexe de Kan.

Démonstration. — Soient n > 1, et 0 < k£ < n. On va montrer 'existence d’un
morphisme ¥ : Sd* A, — Sd A* rendant commutatif le triangle

Sd o
Sd? Ak S SdAk

\ vk
n

Sd? A

En vertu des lemmes précédents et de ’exemple 2.1.34, on a
Sd Ak = Sdk* (A, %) ~ N o |
Sd* Ak ~ Sd N % ~ N ¢k
Sd* A, ~ N £2A,, ,

et il résulte de la remarque 2.1.38 que le morphisme Sd « ,, s’identifie au nerf de

I’application croissante
al  EPF — Pk S+ {maxS|S € S}.

Il suffit donc de construire un triangle commutatif d’ensembles ordonnés

E@k —> @k
€2An !

1 €A, — A, en posant
S) = k sinon, d’ou une

On définit une application (non nécessairement croissante) c
pour S € ¢A,, cF(S) = max S si S est dans &F, et &
application croissante

k
(

€A, —€4, . S—={F(S)|5es}.

Il est immédiat que cette application se factorise par ¥, et définit une application
croissante b : £2A,, — &F rendant commutatif le triangle ci-dessus.

Montrons a présent que pour tout ensemble simplicial X, et pour tout morphisme
a:AF — Ez X, il existe une fleche b : A, — Ez* X telle que le carré

AP —> Er X

Ap 0 Ex? X
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soit commutatif. En effet, la donnée de a correspond par adjonction a la donnée d’un
morphisme u : Sd A¥ —= X, et en vertu de ce qui préceéde, on obtient un diagramme

commutatif
Sd OtAk u
Sd* Ak > Sd Ak X
l oy
Sd* A,

Le morphisme u1)* correspond par adjonction & un morphisme b qui rend commutatif
le carré ci-dessus.

Montrons enfin que pour tout ensemble simplicial X, ’ensemble simplicial Ex™>° X
est un complexe de Kan. Soit A¥ — Ez°° X un morphisme d’ensembles simpliciaux.
Comme AF est de présentation finie, ce morphisme se factorise par Ez™ X pour un
entier m assez grand, et en vertu de ce qui précede, on a un diagramme commutatif

A —2 s ppm X ———= Ep>® X
l lﬁpr
Ap —> Bz X
La proposition 2.1.4 achéve donc cette démonstration. O

Corollaire 2.1.40 — Pour toute fibration de Kan p, Ex® p est une fibration entre
objets fibrants.

Démonstration. — Cela résulte directement de la construction du foncteur Fz°°, du
corollaire 2.1.27, et des propositions 2.1.39, 2.1.6 et 1.3.36. O

Proposition 2.1.41 — Toute fibration de Kan est une fibration.

Démonstration. — En vertu de la proposition 1.3.47, il suffit de montrer que toute
fibration de Kan p : X — Y se décompose en une extension anodine suivie d’une
fibration. En considérant le carré cartésien

Y Xpgroy Ex*X —FEz™® X

- - o )
Y B Ez>Y

il résulte du corollaire précédent que ¢ est une fibration. Comme p est le composé

85
D)V gy Be® X — LY

I'assertion résulte du corollaire 2.1.32. O
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Théoréme 2.1.42Quillen [109). — La catégorie des ensembles simpliciaur admet une
structure de catégorie de modeéles fermée propre, dont les cofibrations sont les mono-
morphismes, les cofibrations triviales, les extensions anodines, et les fibrations, les
fibrations de Kan.

Démonstration. — Cela résulte des propositions 2.1.5, 1.3.47, et 2.1.41. O

2.2. Caractérisation locale de la classe des co-équivalences

2.2.1 — On définit le foncteur « ensemble des composantes connexes »
o - A —> Tns
comme ’adjoint a gauche du foncteur
ph:iEns — AN  Er—s I Ay .
On vérifie facilement que pour tout ensemble simplicial X, on a une bijection naturelle

Hom (67,X)
(2.2.1.1) mo(X) ~ Coker (X1 ~ Homx (A1, X) —— = Homg (Ag, X) ~ XO) .
Homg3 (62,X)

Autrement dit, mo(X) est 'ensemble des classes de Aj-homotopie de 0-simplexes
de X. On appelle 0-équivalences les morphismes de A qui induisent une bijection
apres application du foncteur mg.

Lemme 2.2.2 — Les 0-équivalences forment un A-localisateur qui contient les
oco-Eéquivalences.

Démonstration. — En considérant sur Ens la structure de catégorie de modeles fer-
mée ayant comme fibrations et cofibrations toutes les applications et comme équiva-
lences faibles les bijections, et sur A celle du théoreme 2.1.42, on remarque que le
foncteur p\ respecte les fibrations. Par un argument standard d’adjonction, on en dé-
duit que le foncteur 7y respecte les cofibrations triviales, et il résulte alors du lemme
de Ken Brown [74, lemme 1.1.12] que 7 respecte les équivalences faibles, autrement
dit, que toute oco-équivalence est une 0-équivalence. En particulier, toute fibration
triviale est une 0-équivalence, et comme le foncteur my commute aux petites limites
inductives, on en déduit aussitot le lemme. O

Définition 2.2.3 — Soient A une petite catégorie, W une classe de fleches de /Al, et
p: X — Y un morphisme de A.
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Le morphisme p est une W-fibration faible si pour tout élément f : K — L de W,
et pour tout morphisme L —= Y de A, si on forme les carrés cartésiens suivants,

Kxy X —2-LxyX—=X

T

K L Y ’

la fleche g appartient a W.
Le morphisme p est W-localement constant si pour tout morphisme f : a’ — a de
A, et pour tout morphisme a — Y de A, si on forme les carrés cartésiens suivants,

g
a xy X—=axy X——X

L

a a Y )

la fleche g appartient a W.
Le morphisme p est une W-équivalence universelle si pour toute fleche Y/ — Y,
le morphisme image réciproque p’ : X’ — Y’ appartient & W.

X' =Y xy X —X

Y ————Y

Exemple 2.2.4— 1l résulte du théoreme 2.1.42 et de la proposition 1.5.18 que toute
fibration de Kan est une W, -fibration faible. Plus généralement, pour toute petite
catégorie A et pour tout A-localisateur propre W, toute fibration au sens de W est une
W-fibration faible. Pour tout ensemble simplicial X, le morphisme canonique de X
vers 'objet final Ay de A est une Wo-fibration faible (stabilité de W, par produits
finis). Tout morphisme d’ensembles simpliciaux qui est une Woo-fibration faible est
un morphisme W.-localement constant (toute fleche de la forme A, — A,, étant
une W.-équivalence faible). La proposition 2.2.6 montre que la réciproque est vraie
aussi.

Proposition 2.2.5 — Soit W un A-localisateur. Un morphisme d’ensembles simpli-
ciaur p : X —=Y est W-localement constant si et seulement si pour tous carrés
cartésiens de la forme

Kxy X 2 oLxy X —>X

T

K 7 L Y ’

si f est une W -€quivalence, alors g est une W-équivalence.
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Démonstration. — 1l est évident que cette condition est suffisante, et il résulte aussitot
des théoremes 2.1.42 et 2.1.19 assortis des sorites 1.5.9 qu’elle est nécessaire. O

Proposition 2.2.6 — Soit p : X — Y un morphisme d’ensemble simpliciauz. Les
conditions suivantes sont équivalentes.

(a) Pour tout morphisme Z —=Y | le carré cartésien
Xy X —=X
b
Z —Y

est homotopiquement cartésien.
(b) La fléche p est une Woo-fibration faible.
(c) Le morphisme p est W, -localement constant.

Démonstration. — L’équivalence des conditions (a) et (b) résulte de la proposi-
tion 1.5.18, et celle des conditions (b) et (¢) est un cas particulier de la proposition
ci-dessus. O

On dit qu’un ensemble simplicial X est co-asphérique si le morphisme X — 4
est une oo-équivalence.

Corollaire 2.2.7 — Soit p : X —=Y wun morphisme W, -localement constant. Les
conditions suivantes sont équivalentes.

(a) La fléche p est une co-équivalence.

(b) Le morphisme p est une co-équivalence universelle.

(¢c) Les fibres de p sont oo-asphériques.

(¢') Chaque composante connexe de Y posséde un 0-simplexe y tel que la fibre de
p en y soit co-asphérique.

Démonstration. — L’équivalence des conditions (a) et (b) résulte immédiatement du
critére (a) de la proposition 2.2.6, et 'implication (b) = (c) est évidente. Montrons
Iimplication (¢) = (a). Notons D la classe des ensembles simpliciaux Y tels que pour

toute fleche v : Y/ —= Y, si 'on forme le carré cartésien

X —t=X
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le morphisme p’ soit une oo-équivalence. Il résulte du lemme 1.4.15 et du corol-
laire 1.4.7 que la classe D est saturée par monomorphismes. D’autre part, pour tout
m > 0, et tout morphisme A,, —= Y, si on choisit une fleche Ag — A,,, et si on
forme les carrés cartésiens

Agxy X —= A, xy X —= X

| L

AO Am Y ?

la proposition 2.2.6 implique que le morphisme Ag xy X — A,,, xy X est une
oo-équivalence. Comme par hypothese Ay xy X — Ay est une oo-équivalence, on
en déduit, par saturation faible, qu’il en est de méme de A,, xy X — A,,, ce qui
prouve que A,, est dans D. La proposition 2.1.12 implique alors que Y est dans D,
et en prenant le morphisme identique 1y : Y — Y, on en déduit que p est une
oo-équivalence.

Il reste & montrer I’équivalence des conditions (c¢) et (¢’). L’implication (¢) = (¢’)
est évidente. Montrons 'implication (¢’) = (¢). Il suffit de montrer que si yo et y;1 sont
deux 0-simplexes appartenant a une méme composante connexe de Y, et si la fibre de
p en yo est co-asphérique, alors il en est de méme de la fibre de p en y;. Cela résulte
aussitot du fait que le morphisme p est Wo,-localement constant, en remarquant que
cela implique que pour tout 1-simplexe y : Ay — Y de Y, la fibre de p en yo = yd7,
ou en y; = Y8y, est co-asphérique si et seulement si le produit fibré A; xy X Pest. O

Lemme 2.2.8 — Soit X un complexe de Kan. On suppose que pour tout m > 0, toute
fleche 0A,, —= X est homotope a un morphisme constant. Alors X est contractile.

Démonstration. — On va montrer que la fleche X — A est une fibration triviale,
i.e. qu’elle satisfait a la propriété de relevement a droite relativement aux inclusions
0A,, — A, m > 0. Soit u : A, —= X un morphisme. Par hypothese, il existe
une fleche h : Ay x 94, — X, et un O-simplexe =z de X tels que le diagramme
suivant soit commutatif.

OA,,
5}><16Ax\
A x 0A,, —2 X

(5?><15A/ AO x
oa,—
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Soit v : A, —= X le morphisme constant de valeurs . Comme X est un complexe
de Kan, il existe un relevement

AL X 0A, U1} x Ay — 20 x
_ 7
_-Th
Al X Am/
On pose [ =k | {0} x Ay, = k(63 x 14,,). Alors [ : A, —= X reléve u. O

On renvoie par exemple & [60, chap. VI, §3] ou & [64, chap. I, section 1.7] pour la
définition des groupes d’homotopie d’un ensemble simplicial pointé.

Lemme 2.2.9 — Pour qu’un complexe de Kan X soit co-asphérique, il faut et il suffit
qu’il soit connexe, non vide, et que tous ses groupes d’homotopie soient triviaux, au-
trement dit, que pour tout 0-simplexe x de X, et tout entier m > 1, le groupe 7, (X, )
soit trivial.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement du lemme précédent. O

Le lemme 2.2.2 et le corollaire 2.2.7 déterminent totalement W, dans le sens
suivant.

Théoréme 2.2.10— Soit W un A-localisateur vérifiant les propriétés suivantes.

(i) Toute W-équivalence est une 0-équivalence.

(ii) Un morphisme W-localement constant est une W-équivalence si et seulement
sl est une W-équivalence universelle.

(iii) Pour tout ensemble simplicial X, le morphisme canonique de X vers l’objet

~

final Ay de A est W-localement constant.

Alors W = W,
Démonstration. — On va procéder en plusieurs étapes.
2.2.10.1 — Toute co-équivalence est une W-équivalence.

En effet, il résulte de (i) que pour tout ensemble simplicial X, la projection
A x X — X est une W-équivalence, ce qui permet de conclure en vertu de la défi-
nition méme de W, (cf. 2.1.3).

2.2.10.2 — Une fibration de Kan est une W-équivalence si et seulement si elle est
une W-équivalence universelle.

Toute fibration de Kan est W-localement constante (voir exemple 2.2.4) et donc
est W-localement constante en vertu de 2.2.10.1. L’assertion résulte donc de la condi-
tion (7).
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2.2.10.3 — Soit X un complexe de Kan tel que la fleche canonique X —= Aq soit
une W-équivalence. Alors X est co-asphérique.

Il résulte de la condition (i) que mo(X) est Uensemble & un élément, et donc en
particulier que X n’est pas vide. Soit x un 0-simplexe de X. Comme X est un complexe

o~

de Kan, le morphisme canonique (oit Hom désigne le Hom interne de A)
q: Hom(A, X) —= X x X >~ Hom(0A,, X)

est une fibration de Kan (cf. [60, chap. VI, §4.3]). D’autre part, si on forme les carrés
cartésiens

Q(X,z) — P(X,z) — Hom(A;, X)

N )

AO - X (1x.2) X xX
l lpTz
AO X )

on obtient un diagramme dont toutes les fleches verticales sont des fibrations de Kan.
Le morphisme composé Hom(A;, X) —= X est une fibration triviale, et il résulte
de 2.2.10.2 que pry : X x X — X est une W-équivalence. On en déduit que le mor-
phisme ¢ est une W-équivalence. Par conséquent, en vertu encore de 2.2.10.2, Q(X, x)
est un complexe de Kan dont la fleche canonique vers 4Ag est une W-équivalence. En
itérant cette construction, on obtient une suite Q" (X, z) de complexes de Kan véri-
fiant la méme propriété, telle que Q" (X, x) soit le n-itme groupe d’homotopie de
X au point 2. La condition (7) et le lemme 2.2.9 impliquent donc assertion.

2.2.10.4 — Toute fibration de Kan qui est une W-€équivalence est une co-équivalence.

Considérons une fibration de Kan p : X — Y qui soit aussi une W-équivalence.
En vertu de 2.2.10.2 et 2.2.10.3 les fibres de p sont oco-asphériques. Comme toute
fibration de Kan est un morphisme Wy-localement constant (2.2.4), il résulte du
corollaire 2.2.7 que p est une oo-équivalence.

2.2.10.5 — Toute W-équivalence est une oo-équivalence.

Cela résulte immédiatement de 2.2.10.1, de 2.2.10.4, et de 'existence pour tout
morphisme de A d’une factorisation en une extension anodine suivie d’une fibration

de Kan. O

Le reste de ce paragraphe est consacré a une démonstration élémentaire du théo-
réeme de Whitehead [60, chap. VI, §5.6.1], n’utilisant pas la théorie des fibrations
minimales.
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Lemme 2.2.11— Soient X un ensemble simplicial, et m un entier, m > 1. On consi-
dére deuz 0-simplexes x, et x; dans une méme composante connexe de X. Alors si le
groupe mm (X, xy) est trivial, il en est de méme du groupe T, (X, x;).

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur m. On peut supposer que X est
un complexe de Kan. Il existe alors un 1-simplexe z : A; — X tel que x, = x4} et
x, = 269, et le morphisme canonique

q: Hom(A, X) —= X x X >~ Hom(0A,, X)

est une fibration de Kan ([60, chap. VI, §4.3]). Considérons le diagramme formé de
carrés cartésiens

(X, 2,) L (X, 2) — Hom(A, X)

T e

Ay Aq X xX

517¢ (z,z)

dont les fleches verticales sont des fibrations de Kan. Il résulte du théoreme 2.1.42 que
fe est une co-équivalence. En particulier, en vertu du lemme 2.2.2, on a des bijections

(X, 7o) = mo(UX, 7)) = o (X, 7)) = 7 (X, 7)) = 7 (X, 24) ,

ce qui prouve l'assertion pour m = 1. Supposons l’assertion établie pour m, et dé-
montrons la pour m + 1. Comme f. est une oo-équivalence, on a des bijections

ﬂ-m—i—l(Xa xs) = ﬂ-m(Q(Xa xa)axa) = ﬂ-m(Q(Xv x)afa(xa)) ;, €=0,1.

D’autre part, le morphisme A; x A; — X obtenu comme le composé de la premiere
projection sur A; et de z définit un morphisme ¢ de Ay vers Hom(A;, X) tel que
gt = (z,z). On en déduit I’existence d'une section s du morphisme de Q(X, z) vers Ay
telle que 501 ¢ = f.(x.) pour € = 0, 1. En particulier, les 0-simplexes fo(z,) et f;(z;)
sont dans une méme composante connexe de Q(X, z), et par hypothese de récurrence,
comme 7, (X, ), fo(zy)) est trivial, il en est de méme de 7, (X, x), f;(z1)), ce
qui acheve la démonstration. O

Proposition 2.2.12 — Soit X un ensemble simplicial. Les conditions suivantes sont
équivalentes.

(a) L’ensemble simplicial X est co-asphérique.

(b) L’ensemble simplicial X est connexe, non vide, et pour tout 0-simplexe x de
X, et tout entier m = 1, le groupe mp, (X, x) est trivial.

(b") L’ensemble simplicial X est connexe, et posséde un 0-simplexe x tel que pour
tout entier m > 1, le groupe 7y, (X, x) soit trivial.

Démonstration. — Les implications (a) = (b) = (') sont évidentes. Pour montrer
limplication (b") = (a), on peut supposer que X est un complexe de Kan, et ’assertion
résulte alors des lemmes 2.2.9 et 2.2.11. O
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Corollaire 2.2.13 — Soit f : X —=Y un morphisme d’ensembles simpliciauz. Les
conditions suivantes sont équivalentes.

(a) Le morphisme [ est une oo-équivalence.

(b) L’application mo(f) : mo(X) — mo(Y") est bijective, et pour tout 0-simpleze x
de X, et tout entierm = 1, mp(f, ) : T (X, ) — 7 (Y, f()) est un isomorphisme
de groupes.

(b") L’application 7o(f) : mo(X) —= mo(Y) est bijective, et chaque composante
connezxe de X posséde un 0-simpleze x tel que pour tout entier m > 1, le morphisme
T (fy @) : T (X, ) — 7 (Y, f(2)) soit un isomorphisme de groupes.

Démonstration. — Les implications (a) = (b) = (V') sont évidentes. Démontrons
limplication (') = (a). En décomposant f en une extension anodine suivie d’une
fibration de Kan, on peut (en vertu du lemme 2.2.2 et de 'impication (a) = (b))
supposer que f est une fibration de Kan. Une fibration de Kan étant un morphisme
Woo-localement constant (2.2.4), Pimplication résulte alors du corollaire 2.2.7, de la
proposition précédente, et de la longue suite exacte des groupes d’homotopie associée
a une fibration de Kan ; voir [60, chap. VI, § 3.3] ou encore [64, chap. I, lemme 7.3]. O

2.3. Réalisations simpliciales

2.3.1 — Soient A une petite catégorie, et pry : A X A —= A, pry : A X A —= A les
projections canoniques, qui induisent deux foncteurs images inverses
prT:/Al—>m et pr§:3—>A/>-<\A.

Comme la catégorie A admet un objet final, le foncteur pri est toujours pleinement
fidele, ce qui permet parfois d’identifier A & une sous-catégorie pleine de A x A.
De méme, par abus de notations, si X, Y et T sont respectivement un préfaisceau
sur A, un ensemble simplicial, et un préfaisceau simplicial sur A (i.e. un objet de
A x A ~ Hom(AP, A)), on désigne respectivement par X x Y, X x T et T'x Y les
préfaisceaux pri X x pr3Y, priX x T et T x pr3Y sur A x A.

Lemme 2.3.2— Soient A une petite catégorie, et M un modéle cellulaire de A. Alors
l’ensemble d’inclusions

{KxA,ULx3A, —~LxA,|K—LeM,n>0}
est un modele cellulaire de m

Démonstration. — Pour n > 0, on définit la catégorie A, comme la sous-catégorie
pleine de A dont les objets sont les ensembles ordonnés Ay pour k < n, et on note

i, Agn — A
le foncteur d’inclusion. On obtient de la sorte deux foncteurs

o — ~ . _—
it Agn — A et i A—Ag, ,
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le premier étant un adjoint & gauche du second. Suivant [60], cela permet de former
un foncteur squelette

Sk":in!i;';:ﬁ—>£,
muni d’un monomorphisme fonctoriel canonique Sk™ — 13 (voir [60, chap. II, § 3]).
On a ainsi une filtration de 15 (cf. [60, chap. II, §3.5, corollaire 1, et §3.8])

o=8k'cSkc--cSk"c Skt c---Cly,

telle que 13 = lim Sk". En appliquant cette construction argument par argument,
on obtient un foncteur noté aussi

Sk":m—>m,

et une filtration de 14—. Pour chaque monomorphisme f : X — Y de m on
montre facilement, en utlhsant le carré cocartésien [60, chap. III, § 3.2, Fig. 18], que
le carré suivant de A x A est cocartésien.

(X U(SE™Y),) x Ap) U (Y x 04,) —= X U Sk™ Y

l |

Y, x A, XUSk"Y

L’égalité Y = U,>0(X USE™Y') montre donc que les monomorphismes de A x A sont
engendrés par les fleches de la forme

KxA,ULXx0A, — L x A4, ,

définies par un monomorphisme K — L de ﬁ et 'une des inclusions canoniques
04, — A,, n > 0. L’assertion résulte donc de 1.1.8. O

Lemme 2.3.3 — Soient A, B deux petites catégories, et F : AXA —> Bun foncteur
commutant auz petites limites inductives. Pour tout préfaisceau X sur A, et tout
ensemble simplicial Y, on note respectivement F(X x ?) et F(? x Y les foncteurs

F(Xx?):A—=B, Z+—>=F(XxZ), ZcObA,
F?xY):A—=B, T+>F({TxY), TcObA.
Les conditions suivantes sont équivalentes.

(a) Le foncteur F respecte les monomorphismes.

(b) Pour tout préfaisceau X sur A, et tout ensemble simplicial Y, les foncteurs
F(Xx7?) et F(?xY) respectent les monomorphismes.

(¢) Pour tout ensemble simplicial Y, le foncteur F(? X Y) respecte les monomor-
phismes, et pour tout préfaisceau X sur A, limage du morphisme (6%,50) Ag I
Ay —= Ay de A par le foncteur F(X x ?7) est un monomorphisme de B.
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Démonstration. — L’équivalence de (b) et (c) résulte du lemme 2.1.10, et 'implication
(a) = (b) est immédiate. Supposons que la condition (b) soit satisfaite et montrons
la condition (a). En vertu du lemme précédent, il suffit de montrer que pour tout
n = 0, et tout monomorphisme K — L de E, I'image par F' du monomorphisme
KxA,ULx0A4, — L x A, de A X A est un monomorphisme de B. Le fait que
le foncteur F' commute aux sommes amalgamées, et la condition (b) impliquent que
cette image s’identifie & I'inclusion FI(K x A,)U F(L x 0A,) — F(L x A,), ce qui
acheve le démonstration. O

Proposition 2.3.4 — Soient A une petite catégorie, M un modéle cellulaire de g, et D
une classe d’objets de A X A saturée par monomorphismes. Si pour tout préfaisceau
X sur A, source ou but d’une fleche appartenant & M, et tout entier n > 0, l'objet

X x A, de Ax A est dans D, alors D =0b A x A.

Démonstration. — En vertu de la remarque 1.1.13, pour tout préfaisceau X sur A,
la classe des ensembles simpliciaux K tels que X x K soit dans D est saturée par
monomorphismes. Il résulte donc de I’hypothese, et de la proposition 2.1.12, que si
X est la source ou le but d’une fleche appartenant & M, alors pour tout ensemble
simplicial K, l'objet X x K de A % A est dans D. Par conséquent, si X — Y est un
monomorphisme de préfaisceaux sur A appartenant & M, et K — L une inclusion
d’ensembles simpliciaux, le carré cocartésien

XXK——Y x K

| l

XXL——XXLUY xK

montre que X X LUY x K est dans D. La proposition résulte alors des lemmes 1.2.30
et 2.3.2. O

Corollaire 2.3.5 — Soient A, B deuz petites catégories, F, G : AXxA — B deus
foncteurs commutant aux petites limites inductives et respectant les monomorphismes,
o @ F—= G un morphisme de foncteurs, M un modéle cellulaire de g, et W un
B-localisateur. Si pour tout préfaisceau X sur A, source ou but d’une fleche apparte-
nant a M, et toutn > 0, Qxyn, €stdans W, alors o est une W-équivalence argument
par arqgument.

Démonstration. — Le corollaire est une conséquence immédiate de la proposition pré-
cédente, de la remarque 1.4.16, et du lemme 1.1.15. O

Corollaire 2.3.6 — Soient A, B deux petites catégories, F : Ax A —> Bun foncteur
commutant aux petites limites inductives et respectant les monomorphismes, M un
modele cellulaire de g, et W un B-localisateur. On suppose que pour tout préfaisceau
X sur A, source ou but d’une fléche appartenant a M, et tout n > 0, l'image par F de
la projection X x A,, —= X x Aq est dans W. Alors pour tout préfaisceau T sur Ax A,
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et toute co-équivalence Y —= Z de 3, limage par F' du morphisme T XY — T x Z
de A x A est une W-équivalence.

Démonstration. — Soit X un préfaisceau sur A, source ou but d’une fleche apparte-
nant & M. En vertu du corollaire 2.1.22, appliqué au foncteur

F(Xx?):A—=DB, Y+>=FXxY), YecObA,

pour toute co-équivalence Y — 7 de 3, I'image du morphisme X x Y — X x Z de
AxA par le foncteur F' est une W-équivalence. Comme W, est stable par produits
finis (cf. 2.1.3), 'image par F de X x A, xY — X x A,, X Z est aussi une W-équiva-
lence, pour tout n > 0. En considérant le morphisme de foncteurs de Ax A dans B

F(?xY)—=F(?xZ), T+ (F(TxY)—=F(TxZ), TeObAxA,
défini par ’'co-équivalence Y — Z, I’assertion résulte donc du corollaire 2.3.5. [

Corollaire 2.3.7 — Soient A une petite catégorie, M un modéle cellulaire de /Al, et W
un A x A-localisateur. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(a) Pour tout préfaisceau T sur A x A, la projection T x Ay —= T est dans W.

(b) Toute Aq-équivalence d’homotopie de préfaisceauz sur A x A est dans W.

(c) Pour tout préfaisceau X sur A, source ou but d’une fléche appartenant ¢ M,
et tout n > 0, la projection X x A, — X X AAO est dans W.

(d) Pour toute co-équivalence Y —= Z de A, et tout préfaisceau T sur A x A, le
morphisme T' XY — T X Z est dans W.

En outre, si les conditions équivalentes ci-dessus sont satisfaites, pour toute W-équi-
valence T —=T" de A x A, et tout ensemble simplicial Y, la fleche T xY —= T’ xY
est dans W.

Démonstration. — L’implication (a) = (b) est conséquence immédiate du corol-
laire 1.4.7. L’implication (b) = (¢) résulte du fait que A,, est Aj-contractile. L’impli-
cation (¢) = (d) est un cas particulier du corollaire précédent appliqué au foncteur
identique de A/X\A, et Uimplication (d) = (a) est évidente. li)_limontrer la derniere

assertion, soit T'— T un morphisme de préfaisceaux sur A x A appartenant a W.
Pour tout n > 0, le carré commutatif

TxA,—=T x A,

L

T T '

dont les fleches verticales sont dans W en vertu de (d), montre que T'x A,, — T’ x A,
est une W-équivalence. L’assertion résulte donc du corollaire 2.1.13, (a), appliqué au

morphisme de foncteurs de A dans A x A
Tx?—=T'x?, Y= (TxY—T xY), YeObA,
défini par la W-équivalence T — T". O
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2.3.8 — Soient A une petite catégorie, et D un objet cosimplicial de A (i.e. un
foncteur de A vers A). Pour n > 0, on pose D,, = DA,,, et si f est une fleche de A,
on note encore par abus f 'image de f par D. On a un foncteur

Q:AXA—>/A1, (a, Ap) —=a x D,

lequel se prolonge de maniére unique en un foncteur commutant aux petites limites
inductives

Real, =D,: Ax A —= A4,
et admettant donc un adjoint & droite
SingD:Q*:g%m.
Si Hom désigne le Hom interne de /Al, pour tout préfaisceau X sur A, on a
(Singp X)p = Hom(D,,, X) , n>=0.
On vérifie facilement que le composé

R pry __—_  Real, __
A = Ax A = A

n’est autre que le foncteur D, : A— ﬁ, unique prolongement de D en un foncteur
commutant aux petites limites inductives, et que si X et Y sont respectivement un
préfaisceau sur A et un ensemble simplicial, on a

(2.3.8.1) Real p(X xY) =X x DY .

Pour chaque morphisme D — D’ d’objets cosimpliciaux de /Al, on obtient canoni-
quement deux morphismes de foncteurs

Real, — Realp, et Sing pr —= Singp .

Exemple 2.3.9— Si P est 1'objet cosimplicial constant de valeur I'objet final de X,
alors le foncteur
Singp : A—=AxA

est le foncteur pri, qui a un préfaisceau X sur A associe 'objet simplicial constant
de valeur X. Son adjoint a gauche Realp s’identifie donc au foncteur limite inductive
sur A°P :

lim : Hom(A%, A) ~ AxA—A.

—_—

Aor
Si D est un objet cosimplicial quelconque de g, on a un unique morphisme canonique
de D vers P, ce qui induit des morphismes de foncteurs

Real, — Realp = lim et Singp = prj — Singp .
Aop
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Lemme 2.3.10— Soient A une petite catégorie, et D un objet cosimplicial de A. Pour
que le foncteur Realp respecte les monomorphismes, il faut et il suffit que la fléche

(61, 69) : Do L Do —= Dy
soit un monomorphisme.

Démonstration. — En vertu de la relation 2.3.8.1, le lemme est conséquence immé-
diate du lemme 2.3.3. O

2.3.11 — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur. Un W-segment est un
segment séparant (I,9°,9') de A tel que pour tout préfaisceau X sur A, la projection
I x X — X soit une W-équivalence, autrement dit, tel que le cylindre fonctoriel
défini par ce segment séparant (cf. 1.3.8) soit un W-cylindre (cf. 1.4.11) fonctoriel.
En vertu du lemme 1.4.13, pour tout A-localisateur W, le segment de Lawvere de A
(cf. 1.3.9) est un W-segment. D’autre part, comme W, est le A-localisateur engendré
par les projections A; x X —= X, X € ObA (cf. 2.1.3), le segment (A1, 61,69) de A
est un W,-segment.

Définition 2.3.12 — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur. Une W-ré-
solution cosimpliciale est un objet cosimplicial D de A vérifiant les axiomes suivants.

RC1 La fleche
(61, 09) : Do 1 Dy —= Dy
est un monomorphisme.

RC2 Les morphismes D,, — epn = 0, ou € désigne 'objet final de /Al, sont

des W-équivalences universelles (i.e. pour tout préfaisceau X sur A, les projections
X x D,, — X sont des W-équivalences).
Si de plus le préfaisceau Dy est isomorphe a e qron dit que la W-résolution cosimpliciale
D est normalisée. Si D est un objet cosimplicial de A vérifiant ’axiome RC1, et s’il
existe un W-segment (I,0°,01) de g, tel que pour tout entier n > 0, D,, soit I-con-
tractile, on voit aussitot que D est une W-résolution cosimpliciale. On dit qu’une telle
résolution est contractile.

Exemple 2.3.13— Soit A une petite catégorie.

Soient W un A-localisateur et u : A — Cat un foncteur, tels que pour tout objet
a de A, u(a) soit non vide, et que le morphisme u*A; — e 3 Soit une W-équivalence
universelle. Alors

D:A,—u"A,

est une W-résolution cosimpliciale contractile normalisée (car les préfaisceaux D,, sont
tous Dj-contractiles).

Soit ¢ : A — (Cat le foncteur qui associe & chaque objet a de A la catégorie A/a
des objets de A au-dessus de a. Les objets de A/a sont les couples (a/, @), olt @’ est un
objet de A, et o une fleche de a’ vers a dans A. Un morphisme de (¢/, @) vers (a”, o)
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dans A/a est une fleche f de a vers a” telle que o/ f = . Si f : a9 —= a1 est une
fleche de A, le foncteur i(f) est défini par

i(f): AJag — AJar (d,a) — (d, fa) .

On désigne par %, : Cat — A le foncteur C' — (a — Homeq (A/a, C)). La résolu-
tion cosimpliciale de Lawvere de A est ’objet cosimplicial

iMA Ay =i A, .
Pour tout entier n > 0, le préfaisceau i} A,, est i% Aj-contractile. Or i%A; = L est

l’objet de Lawvere de A (voir par exemple [96, 1.5.5]). Par conséquent, pour tout
A-localisateur W, i* A est une W-résolution cosimpliciale contractile (normalisée).

Lemme 2.3.14— Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur accessible. On
considére un monomorphisme K — L de A, et on suppose que les foncteurs

X XxK e X+ XxL

respectent les W-équivalences. Alors pour toute W-fibration p : X —Y de g, la
fleche

q: Hom(L,X) —= Hom(L,Y) X gom(sc,y) Hom(K, X)
est une W-fibration (Hom désignant le Hom interne de A).

Démonstration. — Les fibrations étant définies par le fait qu’elles vérifient la propriété
de relevement a droite relativement aux cofibrations triviales, on s’apercoit aussitot
par adjonction que g est une W-fibration si et seulement si pour toute W-cofibration
triviale U — V, la fleche

UxLUV XK -—VxL

est une W-cofibration triviale. Or cette derniere propriété est une conséquence immé-
diate de 'hypothese. O

Proposition 2.3.15— Soient A une petite catégorie, W un A-localisateur, et D une
W-résolution cosimpliciale. On note WA™ le A x A-localisateur formé des morphismes
X —Y de m, tels que pour tout n = 0, la fleche X,, — Y, soit une W-
équivalence (cf. 1.4.22). Alors on a linclusion

Real, WA" c W .

Démonstration. — Soit X — Y un morphisme appartenant & W2”. En vertu du
corollaire 1.4.19, il existe un A-localisateur accessible W’ contenu dans W tel que
D soit une W’-résolution cosimpliciale et X —= Y un élément de W'2™. 11 suffit
donc de prouver la proposition dans le cas ot W est accessible. En vertu du théo-
reme 1.4.3, la catégorie A admet alors une structure de catégorie de modeles fermée
(& engendrement cofibrant), dont les cofibrations sont les monomorphismes, et les
équivalences faibles les fleches appartenant & W. On peut downsidérer la struc-
X

ture de catégorie de modeles fermée de Reedy induite sur A x A ~ Hom (AP A)

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2006



114 CHAPITRE 2. YOGA SIMPLICIAL

(voir [74, théoreme 5.2.5]). On vérifie facilement que les cofibrations pour cette struc-
ture sont les morphismes K — L tels que pour tout n > 0, le morphisme de A

(SE™' L)y (g1 g5y, K —> L

soit un monomorphisme. On en déduit grace au lemme d’Eilenberg-Zilber [60, II, § 3.1]
que ce sont exactement les monomorphismes de AxA.En particulier, tous les objets
sont cofibrants pour cette structure. En outre, on s’apercoit grace a la caractérisation
des fibrations pour la structure de Reedy, que si X — Y est un morphisme de E,
alors la fleche Singp, X — Singp Y est une fibration si et seulement si pour tout
n >0,

Hom(D,, X) —= Hom(Dy,Y) Xspm(op,,,v) Hom(0Dp, X)

est une fibration de A (ou OD,, désigne l'image de 9A,, par D,). Or il résulte de la
définition méme de résolution cosimpliciale et du corollaire 2.1.13, (a) que les inclu-
sions 0D,, —= D,, vérifient les hypotheses du lemme ci-dessus. On en déduit que le
foncteur Singp respecte les fibrations, et donc par adjonction que le foncteur Realp
respecte les cofibration triviales. L’assertion résulte ainsi du lemme de Ken Brown
[74, lemme 1.1.12]. O

2.3.16 — Soit § : A — A x A le foncteur diagonal (défini par 64, = (4,,4,)). 1

induit un foncteur image inverse
6*:A/\><A—>A, X+ (A — Xnn),

lequel admet un adjoint & droite d, : A—~AxA. Sionnote h: A—=Ale plon-
gement de Yoneda, on a les identifications

d* = Real,, et 0s = Sing,, .

Corollaire 2.3.17 — Soit W un A-localisateur contenant W, et soit X —Y un
morphisme de A x A tel que pour tout n = 0, le morphisme d’ensembles simpliciaux
Xen —= Yo, soit une W-équivalence. Alors 6* X — §*Y est une W-équivalence.

Démonstration. — L’inclusion W, C W implique que le morphisme A; — Ag est
une W-équivalence universelle (cf. 2.1.3). L’objet cosimplicial h de A est donc une
résolution cosimpliciale contractile normalisée (cf. exemple 2.3.13), et le corollaire est
par conséquent une spécialisation immédiate de la proposition 2.3.15. O

Lemme 2.3.18— Soient A une petite catégorie, (I,0°,0') un segment de E, et deux
morphismes I-homotopes u,v € Hom 3(X,Y). Alors pour tout préfaisceau Z sur A,
les morphismes induits

u*,v* Hom(Y, Z) — Hom(X, Z)

sont I-homotopes.
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Démonstration. — On peut supposer qu’il existe une I-homotopie h : I x X —Y
de u vers v, ce qui induit un morphisme

h*: Hom(Y,Z) —= Hom(I x X, 7Z) .
Or on a un isomorphisme canonique
Hom(I x X, 7)) ~ Hom (I, Hom(X,Z)) ,
et donc h* induit par adjonction une fleche
I x Hom(Y, Z) — Hom(X, Z)
qui est ’homotopie recherchée. o
Proposition 2.3.19Kan [91]). — Les morphismes de foncteurs (cf. 2.1.26, 2.1.31)
B:13x — Ezx et B 13 — Ez™
sont des co-équivalences argument par argument.

, ) . p q L .
Démonstration. — Soient A <— A x A—= A les deux projections canoniques.
Elles induisent deux foncteurs images inverses

—

p*:3—>A/><\A et q*:£—>A A,
et on remarque qu’on a deux morphismes de foncteurs canoniques (2.3.9)
Pt —= 0. =—¢q".
On a d’autre part un objet cosimplicial o de 3, et un morphisme d’objets cosimpli-
claux a: 0 —= h (voir 2.1.26), ce qui induit un morphisme de foncteurs
0. = Sing, —= Sing, .
Si X est un ensemble simplicial, pour m,n > 0, on a 1’égalité

(Sing, X)mn = Homz (A, x Sd A, X) |

laquelle montre qu’on a un diagramme commutatif d’ensembles bisimpliciaux, naturel
en X,
p*X 0. X X

e

p*X ——= Sing, X =<——q* Fz X

D =

tel que pour tous m,n > 0,

Hom3z (A, X) ——— Homgz (A, x Ay, X) Homg3z (An, X)
S

| |

HOma(Am,X) —>HOm3(Am x Sd An,X) - HOmz(SdAn,X) s
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les deux fleches verticales étant induites par o, . Or en vertu du lemme 2.3.18, pour
tout m > 0, on a une A;-équivalence d’homotopie

(" X)m,e =X —= (0. X)m,e = Hom(A,,, X) ,
et comme le foncteur Fz commute aux produits, une Ex Aj-équivalence d’homotopie
(¢* Ex X)m,e = Ex X —= (Sing, X)m,e = Ex Hom(A,,, X) ,

laquelle est aussi une Aj-équivalence d’homotopie (le morphisme fonctoriel g :
13 — Erz induisant un morphisme du segment (Aj,d7,67) vers le segment
(Ex Ay, Ex 61, Ex 6)), si deux morphismes d’ensembles simpliciaux sont Ez A;-
homotopes, alors ils sont A;-homotopes). De méme, pour tout n > 0, on a des
Aq-équivalences d’homotopie

P*X)en =X — (0. X)en = Hom(A,,X)
P X)en =X — (Sing, X)en=Hom(Sd A,,X) .

Comme les A;-équivalences d’homotopie sont des co-équivalences, il résulte du corol-
laire 2.3.17 qu’en appliquant le foncteur §*, on obtient un diagramme commutatif

X—00X~—X

|

X——=0"Sing, X <—Ex X )

dans lequel toutes les fleches horizontales sont des co-équivalences. Cela implique que
le morphisme 3y est une co-équivalence. Comme le morphisme de foncteurs 3 est un
monomorphisme, on en déduit que S5 est aussi une oo-équivalence. O

Proposition 2.3.20 — Les co-équivalences sont stables par limites inductives filtrantes.

Démonstration. — Pour tout entier n > 0, ’ensemble ordonné £A,, est fini, et donc
Sd A, = NEA, est un ensemble simplicial de présentation finie (cf. [60, chap. II,
§5.4]). Par conséquent, le foncteur Homy (Sd 4,,, .) commute aux petites limites in-
ductives filtrantes. On en déduit que le foncteur Fr commute aux petites limites
inductives filtrantes, puis qu’il en est de méme des foncteurs Fz" pour n > 0. Comme
Ez™ est une limite inductive des foncteurs Ez", cela implique que ce dernier com-
mute aussi aux petites limites inductives filtrantes. Considérons a présent une petite
catégorie filtrante I, et le 1°? x A-localisateur W._, formé des morphismes X — Y
de TP x A =~ }[om(l,ﬁ), tels que pour tout ¢ € Ob [, la fleche X; — Y; soit une
oo-équivalence. Alors en vertu du corollaire 1.4.24, Hom(I, 8) admet une structure de
catégorie de modeles fermée dont les équivalences faibles sont les éléments de WL, et
les fibrations sont les morphismes X — Y de Hom(I, 3) tels que pour tout i € Ob [,
X, —= Y, soit une fibration de Kan. Il résulte de la proposition 2.1.6 que le foncteur
limite inductive

h_rn}:ﬂ-[om(],ﬁ) — A
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respecte les fibrations et les fibrations triviales, et donc en vertu du lemme de
Ken Brown [74, lemme 1.1.12], qu’il respecte les équivalences faibles entre objets
fibrants. Soit X —= Y une équivalence faible de Hom(I ,ﬁ) Alors le morphisme
induit Ez>™ X — Ez™Y est une équivalence faible entre objets fibrants (proposi-
tions 2.1.39 et 2.3.19), et donc lim Fz™ X — lim Ez™ Y est une oo-équivalence. Or
on a un diagramme commutatif

HLD)X —>HLn>Ea:°O X = Exooli_m)X

S |

ImY — lim B2 Y — =+ Ez™limY 5
lequel permet de conclure en vertu de la proposition 2.3.19. o

Scholie 2.3.21 — La proposition 2.3.19 permet de donner une seconde preuve du
théoreme de Quillen 2.1.42 concernant la structure de catégorie de modeles classique
sur la catégorie des ensembles simpliciaux (avec la caractérisation des fibrations par
la propriété de Kan). En effet, la preuve de la proposition 2.3.19 n’utilise que le fait
que le plongement de Yoneda de A dans A est une W -résolution cosimpliciale, ce
qui est trivialement visible dans la définition méme de W_, donnée au numéro 2.1.3.
Pour retrouver le théoreme 2.1.42, il suffit en vertu de la proposition 1.3.47 de prouver
que toute fibration de Kan qui est une oco-équivalence est une fibration triviale. Nous
allons en donner une preuve en utilisant la proposition 2.1.39 (dont la démonstration
repose sur des considérations purement combinatoires), son corollaire 2.1.40, et la
proposition 2.3.19. Dans la suite de ce numéro, on appellera fibrations de Kan triviales
les fibrations de Kan qui sont des co-équivalences. Il s’agit donc de montrer que toute
fibration de Kan triviale est une fibration triviale, ce que I'on va faire en quatre temps.

2.3.21.1 — Les fibrations de Kan triviales sont stables par changement de base.

Toute fibration de Kan entre complexes de Kan étant une fibration (grace a 1.3.36),
cela résulte aussitot du fait que le fonteur Ez® commute aux produits fibrés, du
corollaire 2.1.40 et de la proposition 2.3.19.

2.3.21.2 — Toute fibration de Kan triviale de la forme X — A,, est une fibration
triviale.

Soit p : X — A, une fibration de Kan triviale (n > 0). On forme le carré cartésien

F X
Ag—— A, )
J

suivant,

3
- -
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le morphisme j pointant le O-simplexe 0 de A,,. Comme j est un rétracte par déforma-
tion fort, et p une fibration de Kan (donc naive), le lemme 1.5.10 implique que 4 est un
rétracte par déformation fort. En particulier, les morphismes i et j sont des extensions
anodines. Comme ¢ est une fibration triviale en vertu de 1.3.34 et de 2.3.21.1, c’est
en particulier une équivalence faible absolue, et par conséquent, la proposition 1.3.57
implique que p est une équivalence faible absolue. La proposition 1.3.56 permet donc
de conclure.

2.3.21.3 — Pour qu’un morphisme X —=Y d’ensembles simpliciaux soit une fibra-
tion triviale, il faut et il suffit que pour toute fleche A, —= Y, n > 0, la projection
de A, xy X sur A, soit une fibration triviale.

Cela résulte facilement du fait que les inclusions de la forme 04, — A,, forment
un modele cellulaire de la catégorie des ensembles simpliciaux.

2.3.21.4 — Toute fibration de Kan triviale est une fibration triviale.
C’est une conséquence immédiate de 2.3.21.1, 2.3.21.2 et 2.3.21.3.

Définition 2.3.22 — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur. On rap-
pelle que WA” désigne le A x A-localisateur des fleches p de Ax A~ Hom(A°P, 2)
telles que pour tout n > 0, p, soit une W-équivalence. La complétion simpliciale de W
est le A x A-localisateur W, engendré par WA™ et par les projections X x A; —= X

pour tout préfaisceau X sur A x A.

Remarque 2.3.23— En gardant les notations de la définition ci-dessus, on remarque
que la restriction & A du foncteur image réciproque prj : A—=AxA par la
deuxiéme projection pry : A x A — A définit un objet cosimplicial de m, qui
est une W ,-résolution cosimpliciale contractile normalisée (cf. exemple 2.3.13).

Proposition 2.3.24 — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur. St W est
accessible (resp. propre), alors il en est de méme de sa complétion simpliciale W 4 .

Démonstration. — La premieére assertion est conséquence immédiate des corol-
laires 1.4.19, 1.4.22, et du théoreme 1.4.3. La seconde résulte de la proposition 1.5.15,
et des corollaires 1.5.6 et 1.5.7. O

Lemme 2.3.25— Soient A une petite catégorie, W un A-localisateur, et D une W-
résolution cosimpliciale. Alors pour tout préfaisceau T sur A X A, et toute co-€équiva-
lence Y — Z de 3, l’image du morphisme T XY —= T x Z par le foncteur Real,
est une W-équivalence.
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Démonstration. — Le foncteur Real, commute aux petites limites inductives, et en
vertu de ’axiome RC1 et du lemme 2.3.10, il respecte les monomorphismes. Pour tout
préfaisceau X sur A, et tout morphisme A,,, — A, le triangle commutatif

X x D, X x D,
X

montre que 'image X x D,,, —= X x D,, du morphisme X x A,, — X x A, par le
foncteur Realp, est une W-équivalence (par 'axiome RC2). L’assertion résulte donc
du corollaire 2.3.6. O

Lemme 2.3.26 — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur. On considére

deux W 5 -résolutions cosimpliciales D et E, un morphisme d’objets cosimpliciaux
p:D—F,

et on note D et E les foncteurs de A x A wvers AxA définis respectivement par

D(a,A,) = ax D, et E(a, A,) = ax E,. On obtient deuz foncteurs commutant auz
petites limites inductives et prolongeant D et E

D,E:AxA—AxA,

ainsi qu’un morphisme de foncteurs induit par o, 15! — E!. Alors pour tout préfais-
ceau T sur A x A, la fleche DiT —s E\T est une W 5 -équivalence.

Démonstration. — Les foncteurs 15! et E! commutent aux petites limites inductives,
et respectent, en vertu du lemme 2.3.3 les monomorphismes. D’autre part, le triangle
commutatif

XxD,,——=XxFE,
X

montre que ’assertion est vérifiée lorsque T est de la forme T' = X x A,,,, ou X est un
préfaisceau sur A, et m > 0. Le cas général s’en déduit, en vertu du corollaire 2.3.5. O

Proposition 2.3.27 — Soient A une petite catégorie, W un A-localisateur, et D une
W-résolution cosimpliciale. Alors on a les égalités

W, = Real , "W et W =pri "W, ,

ot pry : A X A — A désigne la premiére projection, et les foncteurs induits sur les
catégories localisées

Realp, W'AXA—>W4A et pri:W'A—>W;'AxA

sont des équivalences de catégories quasi-inverses l'une de l'autre.
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Démonstration. — On remarque qu’il suffit de montrer les inclusions
Real ,(Wx) CW pri(W) C W, ,

et de prouver qu’il existe un morphisme de foncteurs Realp, pri —= 13 qui soit une
W-équivalence argument par argument, et une chaine de morphismes de foncteurs
reliant pri Realp & 15—, chacun étant une W ,-équivalence argument par argument.

La proposition 2.3.15 montre que Real;, " W contient le Ax A-localisateur W2” | ce
qui implique en particulier, que toute fibration triviale est dans Real D_l W. Comme
le foncteur Real commute aux petites limites inductives et respecte, en vertu du
lemme 2.3.10, les monomorphismes, on en déduit que Real D71W est un A x A-
localisateur. l'inclusion Real,(W,) C W résulte donc de la proposition 2.3.15 et du
lemme 2.3.25.

L’inclusion pri(W) C W, résulte du fait que I'image par pri d’une W-équivalence
est une W-équivalence argument par argument.

La relation 2.3.8.1 montre que pour tout préfaisceau X sur A on a un isomorphisme
canonique Real , pri X ~ X x Dy, et la projection X x Dy — X définit un morphisme
de foncteurs Realp pri — 13, qui est une W-équivalence argument par argument,
en vertu de I’axiome RC2.

Comme le A x A-localisateur W, contient les W-équivalences argument par argu-
ment, on vérifie aussitot qu’en composant la W-résolution cosimpliciale D : A — A
avec le foncteur pry : A— m, on obtient une W4 -résolution cosimpliciale no-
tée aussi D : A —= A x A. Si 'on désigne par E la W -résolution cosimpliciale de
la remarque 2.3.23, on définit une troisieme W 4 -résolution cosimpliciale D x E par
Ap+—= D, x E, =D, x A,. En vertu du lemme 2.3.26, les deux projections

D<—DxFE—F

induisent deux W ,-équivalences naturelles

E;(—DXE[—)E!.

Or F s’identifie au plongement de Yoneda de A x A dans m, et donc on a un
isomorphisme de foncteurs Ey ~ 1-— . D’autre part, D s’identifie canoniquement au
foncteur pri Realp, ce qui acheve la démonstration. O

Corollaire 2.3.28 — Soit A une petite catégorie. Un A-localisateur est propre si et
seulement si sa complétion simpliciale [’est.

Démonstration. — C’est une condition nécessaire en vertu de la proposition 2.3.24.
Soit W un A-localisateur tel que W 5 soit propre. Il résulte de la proposition précédente
et de 1.4.20, (¢) que W est accessible. Pour montrer que W est propre, on procéde
comme suit. On choisit une W-résolution cosimpliciale contractile D (par exemple, la
résolution cosimpliciale de Lawvere de A, cf. 2.3.13), et le lemme 2.3.18 montre que le
morphisme de foncteur pri — Singp (cf. 2.3.9) est une W-équivalence argument par
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argument, donc une W ,-équivalence. En vertu de la proposition précédente, une fleche
de A est donc une W-équivalence si et seulement si son image par Singp, est une W ,-
équivalence. Or le foncteur Sing , commute aux produits fibrés et envoie les fibrations
au sens de W sur des fibrations au sens de W4 : en effet, il admet un adjoint gauche
Real, qui respecte les monomorphismes (par le lemme 2.3.10) et les équivalences
faibles (par la proposition ci-dessus). On en déduit aussitot ce corollaire. O

2.3.29 — Soit A une petite catégorie. Un A x A-localisateur est discret s’il contient
la complétion simpliciale du A-localisateur minimal.

Proposition 2.3.30 — Soit A une petite catégorie. L’application W — W , définit
une bijection croissante pour l'inclusion de l’ensemble des A-localisateurs vers celui
des A x A-localisateurs discrets. L’application inverse est définie par W — pri‘_lw.

Démonstration. — La proposition 2.3.27 montre que cette application est injective. Il
ne reste donc qu’a prouver qu’elle est surjective. Soit W4, la complétion simpliciale
du A-localisateur minimal. Soit W un A X A-localisateur discret, et posons W' =
pri‘_lw. On remarque que W’ contient pri‘_lwmm, et donc une nouvelle utilisation
de la proposition 2.3.27 dans le cas du A-localisateur minimal montre que W’ contient
le A-localisateur minimal. Par conséquent, W’ contient les fibrations triviales, d’ott on
déduit aussitot que W’ est un A-localisateur. Il reste donc & prouver que la complétion
simpliciale de W’ n’est autre que W. Pour cela, considérons la résolution cosimpliciale
de Lawvere D. Pour tout préfaisceau X sur A, le morphisme pri X — Singp X est
une Dj-équivalence d’homotopie argument par argument (grace au lemme 2.3.18). En
particulier, ¢’est donc une W,,;,-équivalence. On a donc ’égalité W' = Sing Dfl W, et
on en déduit que le foncteur Sing ;, envoie le A-localisateur minimal dans sa complétion
simpliciale W,,;,. La proposition 2.3.27 (toujours pour le A-localisateur minimal)
implique par conséquent que le morphisme d’adjonction 1— — Singp, Real, est
une W,,;»-équivalence, et partant, une W-équivalence. Il en résulte que Real D71 W =
W. Une derniere application de la proposition 2.3.27 au A-localisateur W’ montre donc
que W est la complétion simpliciale de W'. O

Proposition 2.3.31— Soient A, B deuz petites catégories, I : A—>Bun foncteur
commutant auz petites limites inductives et respectant les monomorphismes, W' un
B-localisateur tel que la partie W = F~'W’ de F1 A soit un A-localisateur, et

F:Ax A~ Hom(AP, A) — Hom(AP,B) ~ B x A
le foncteur induit par F. Alors on a [’égalité
Wy = F7HWy) -

Démonstration. — 11 est immédiat que W’ = F~1(W/) est un A x A-localisateur
qui contient les W-équivalences argument par argument. Il est aussi évident que pour
tout préfaisceau X sur A, la projection de X x Ay sur X est une W”-équivalence. En
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vertu du corollaire 2.3.7, cela implique que W contient la complétion simpliciale de
W, et donc, en particulier, est discret. On vérifie enfin que si pr; désigne la projection
de A x A sur A, on a ’égalité W = pri‘_1W”, et donc la proposition 2.3.30 permet de
conclure. O
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CHAPITRE 3

DENSITE HOMOTOPIQUE

3.1. Propriétés locales des extensions de Kan homotopiques

Notations 3.1.1 — Si I est une petite catégorie, on désigne par p; : I — e le foncteur
canonique de I vers la catégorie ponctuelle e.

Soit u : I — J un foncteur entre petites catégories. Pour un objet j de J donné,
on note I/j la catégorie définie comme suit. Les objets de I/j sont les couples (i, s),
ou i est un objet de I, et s une fleche de u(i) vers j dans J. Les fleches de (ig, so)
vers (i1, s1) sont les morphismes f : ig — 41 dans I tels que sju(f) = so. La loi de
composition de I/j est celle induite par celle de I, de sorte que 'on a un foncteur
d’oubli

6(“).7)[/]%[ ) (laS)HZ
De méme, on a un foncteur canonique

(on J/j désigne la catégorie des objets de J au-dessus de j, obtenue comme I/j en
remplagant le foncteur u par Uidentité de J). Dualement, on définit la catégorie j\I
par

N =(I°7/5)°F .
On a de méme des foncteurs ((u,j) = &(u?,§)" et j\u = (u°?/j)°", de sorte que

lon obtient obtient les carrés cartésiens suivants dans Cat (la vérification est laissée
au lecteur)

PPN P R
Jj— : N s
I 7 N — 57
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3.1.2 — Soit C une catégorie admettant des petites limites inductives et projectives.
Si I est une petite catégorie, on note C! = Hom(I, C) la catégorie des foncteurs de I
vers C. Si u: I — J est un foncteur entre petites catégories, on obtient un foncteur
image inverse
u:Cl— !, F+——=Fou,

lequel admet un adjoint a gauche

u: C'—C7,
et un adjoint a droite

Uy : cl— ¢’ .
On remarque que pour tout foncteur F' de I vers C, on a des isomorphismes canoniques
(voir [93, §X.3, théoréme 1])

(wF); ~lim §(u, j)"F et (ueF); ~Jim ((u,j)"F, j€ObJ.
1/j J\I

Autrement dit, on a deux isomorphismes de foncteurs

J zpj/jlf(ua.ﬁ* et J" s =PI, Clu, )",

ou j désigne aussi le foncteur e — J correspondant a ’objet j. Ces identifications
peuvent s’interpréter en disant que le calcul des fibres des foncteurs v, et u, dépend
directement du comportement local ou colocal de u (i.e. de sa restiction aux catégories
1/j ou aux catégories j\I respectivement).

Définition 3.1.3 — Une catégorie de modeles fermée C est exponentielle o gauche
(resp. exponentielle a droite) si pour toute petite catégorie I, C! = Hom(I, C) ad-
met une structure de catégorie de modeles fermée (nécessairement unique) dont les
équivalences faibles sont les fleches de C! qui sont des équivalences faibles de C argu-
ment par argument, et les cofibrations (resp. les fibrations), les fleches de ! qui sont
des cofibrations (resp. des fibrations) de C argument par argument. Une catégorie de
modeles fermée est exponentielle si elle est exponentielle & gauche et a droite.

Remarque 3.1.4— Une catégorie de modeles fermée C est exponentielle a gauche si
et seulement si C°P est exponentielle a droite.

Exemple 3.1.5— Si A est une petite catégorie, et W un A-localisateur accessible,
alors en vertu des corollaires 1.4.22 et 1.4.24, la structure de catégorie de modeles
fermée sur A associée & W (théoreme 1.4.3) est exponentielle.

Exemple 3.1.6 — Plus généralement, il résulte de la proposition 1.4.23 (en ayant re-
cours aux mémes types de méthodes que pour la preuve du corollaire 1.4.24) que
toute catégorie de modeles fermée a engendrement cofibrant est exponentielle a droite
(cf. [72, théoréme 13.4.2]).
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3.1.7 — Soit C une catégorie, et W une partie de F1C. Si I est une petite catégorie,
on note W/ 'ensemble des fleches f de C! telles que pour tout i € Ob 1, f; € W, et
Hoy, C! ou Ho (! 1a localisation de C! par W!. Si u : I —= J est un morphisme de
Cat, alors le foncteur

u¥ C.] . CI
vérifie la condition w*WY C W!, et donc induit un foncteur noté aussi
w* :Ho(C/ — Ho (! .
Lemme 3.1.8 — Soit C une catégorie de modéles fermée exponentielle a droite. Alors

pour tout morphisme u: I — J de Cat, le foncteur u* : C! —= C! est un foncteur
de Quillen a droite de C’ vers C! au sens de [74, définition 1.3.1].

Démonstration. — 1l s’agit de vérifier que le foncteur u* admet un adjoint a gauche
et qu’il respecte les fibrations et les fibrations triviales. La premiere condition résulte
du fait que C admet des petites limites inductives, et la seconde est évidente. o

Lemme 3.1.9 — Soit C une catégorie de modéles fermée exponentielle a droite. Alors
pour tout morphisme u : I — J de Cat, le foncteur u, : Cl — ¢’ est un foncteur
de Quillen a gauche.

Démonstration. — Cela résulte du lemme précédent par adjonction. O

Proposition 3.1.10 — Soit C une catégorie de modéles fermée exponentielle a droite.
Alors pour tout foncteur u : I — J entre petites catégories, le foncteur

w: Cl—= 7
admet un foncteur dérivé a gauche
Lu, : Ho ¢! — Ho(’ ,
lequel est en outre un adjoint a gauche du foncteur
uw* :Ho(C/ — Ho (! .
Démonstration. — Cela résulte du lemme 3.1.8 et de [74, lemme 1.3.10]. O

Remarque 3.1.11— La proposition ci-dessus admet un énoncé dual, a savoir que si
C est une catégorie de modeles fermée exponentielle a gauche, pour tout foncteur
u: I — J entre petites catégories, le foncteur

u*:Ho ! — Ho (!
admet un adjoint a droite

Ru.:Ho (! — Ho(C’ .
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Lorsque J est la catégorie ponctuelle, et lorsque cela aura un sens, on notera Lligm)l7
ou plus simplement L lim, (resp. R(li_ml ou R]im) I'adjoint & gauche (resp. a droite)
du foncteur

u* =pi:HoC~Ho(C*— Ho('.
Si F est un foncteur de I vers C, Llim F’ (resp. R(@F) est appelé la colimite homo-
topique de F (resp. la limite homotopique de F).

Lemme 3.1.12— Soient C une catégorie de modeles fermée exponentielle a droite, I
une petite catégorie, et i un objet de I. Le foncteur d’évaluation en i

il —C

est un foncteur de Quillen a gauche.

Démonstration. — 11 suffit de montrer que pour tout ¢ € Ob I, le foncteur
7:* : C —— CI
respecte les fibrations triviales. Or pour chaque objet ¢’ de I, on a une identification
canonique
iy~ H 1o,
Homj (¢/,i)
ce qui permet de conclure car les fibrations triviales sont stables par produits. O

Lemme 3.1.13— Soient C une catégorie de modéles fermée exponentielle o droite,
u: I — J un morphisme de Cat, et j un objet de J. Le foncteur image inverse

§(u,g)" : €T —= '
est un foncteur de Quillen a gauche.

Démonstration. — Comme le foncteur £(u, 7)* respecte les équivalences faibles, il suf-
fit de montrer qu’il respecte les cofibrations, ou bien, de maniére équivalente, que
&(u, j)« respecte les fibrations triviales. Par définition, cette derniére propriété signi-
fie que pour tout objet i de I, le foncteur i*£(u, j)« respecte les fibrations triviales,
autrement dit, par adjonction, que le foncteur &(u, j)*i, respecte les cofibrations. Or
pour tout ¢ € Ob[ et tout (', ') € ObI/j (i.e. i’ € Ob[ et p' € Homy(u(i'),7)), on
a une identification naturelle

Homy(i,7') = 1T Homy /;((i, ), (7', 1))
neHom s (u(3),5)
ce qui induit un isomorphisme canonique
Ewi)i= T Gw,
pe€Hom y (u(i),5)
et permet de conclure, puisque les foncteurs (i, p), respectent les cofibrations, et
celles-ci sont stables par sommes. O
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Proposition 3.1.14 — Soient C wune catégorie de modéles fermée exponentielle a
droite, et v : I — J un morphisme de Cat. Pour tout objet j de J, on a un
isomorphisme de foncteurs canonique

J* Luy =~ Lpy 5 €(u, )" .

Démonstration. — On sait que le foncteur dérivé a gauche du composé de deux fonc-
teurs de Quillen a gauche est canoniquement isomorphe au composé des deux foncteurs
dérivés a gauche correspondants (cf. [74, théoréme 1.3.7]), et on a un isomorphisme
canonique dans C

5w =y, )
La proposition résulte donc des lemmes 3.1.9, 3.1.12, et 3.1.13. O

Remarque 3.1.15— L’énoncé ci-dessus se dualise comme suit. Si C est une catégorie
de modele fermée exponentielle a gauche, alors pour tout morphisme u : I — J de
Cat, et tout objet j de J, on a un isomorphisme canonique dans Ho C

J" Ruy ~ Rpj\[* Clu, j)" .

Lemme 3.1.16 — Soient C une catégorie de modéles fermée, et I une petite caté-
gorie, telles que C' admette une structure de catégorie de modéles fermée dont les
équivalences faibles sont les équivalences faibles de C argument par argument. Alors
la famille des foncteurs

i* :HoC! — Ho(C , ite—=1 |, i€O0bl
est conservative (i.e. une fleche f de Ho CT est un isomorphisme si et seulement si

pour tout objet i de I, f; = i*(f) est un isomorphisme de Ho C).

Démonstration. — Soit f : X — Y une flecche de Ho C'. Comme ¢! admet une
structure de catégorie de modeles fermée, on peut supposer que X est un objet co-
fibrant de C!, et que Y est un objet fibrant de C!. Il résulte alors de [109, §I.1,
corollaire 1 du théoreme 1] que f est I'image d'une fleche fo : X —=Y de (', ce
qui prouve Dassertion, puisqu’en vertu de [109, §1.5, proposition 1], les équivalences
faibles de C! forment une partie fortement saturée de F1C’. O

3.1.17 — On consideére une catégorie de modeles fermée exponentielle a droite C,
ainsi qu’'un triangle commutatif de Cat

On définit un morphisme de foncteurs canonique dans Ho C°

Lv, p; — Lw, p35
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comme suit. On a un morphisme d’adjonction & : Lu,u* — lg, s, d’oll un
morphisme

Lw, x € x p% : Lw, Lu,u*p; — Lw, p7 .

Or, comme wu = v, on a u* w* = v*, d’olt un isomorphisme canonique Lw, Lu, ~ Lv,,
et comme p ;u = p;, on au*py = p;. On obtient donc un isomorphisme Lw, Lu, u*p% ~
Lv, p7, d’ott le morphisme annoncé.

On a aussi un morphisme de foncteurs canonique dans Ho C

Lp;, v* — Lp,; w*

composé de I'isomorphisme canonique Lp;, v* ~ Lp;, Lu, u*w* et du morphisme de
foncteurs

Lp; xexw" : Lp;, Ly, v*w* — Lp;, w* .

En particulier, lorsque S est la catégorie ponctuelle, on obtient de la sorte un mor-
phisme canonique dans Ho C

Lp;, p; — Lp;, 15

(les deux constructions ci-dessus donnant le méme résultat).

Proposition 3.1.18 — Soient C wune catégorie de modéles fermée exponentielle a

I\\—U>J
S

un triangle commutatif de Cat. Les conditions suivantes sont équivalentes.

droite, et

(a) Pour tout objet s de S, le morphisme LpI/S!pj/S — LpJ/S!pf}/S, induit par
u/s:I/s — J/s, est un isomorphisme dans Ho C.
b) Le morphisme canonique L, pi —= Lw, p% est un isomorphisme dans Ho C¥.
1Pr 1Py

Démonstration. — En vertu du lemme 3.1.16, la condition (b) est équivalente a la
suivante.

(b") Pour tout objet s de S, s*Lv,p; — s*Lw,p% est un isomorphisme dans

Ho C.

Or d’apres la proposition 3.1.14, on a deux isomorphismes canoniques
s" Loy = Lp; ,, €(v,5)" et s Lwy ~ Lp; /g §(w, s)" .

Les égalités (v, s)* p} = Piss €t &(w,s)" phy = P}/ montrent I'équivalence entre (a)
et ('), et achévent ainsi la démonstration. O
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Remarque 3.1.19— On a aussi une formulation duale. Si C est une catégorie de
modeles exponentielle a gauche, et si

[———J
\7\ %
S
est un triangle commutatif de Cat, les conditions suivantes sont équivalentes.
(a) Pour tout objet s de S, le morphisme Rps\.]*p:\J — Rps\l*p:\l, induit par
s\u: s\I —= s\J, est un isomorphisme dans Ho C.

b) Le morphisme canonique Rw, p’ —= Ru.p; est un isomorphisme dans
J T
Ho C%.

Lemme 3.1.20— Soient C une catégorie de modeles fermée exponentielle, et u :
I — J un morphisme de Cat. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(a) Le morphisme Lp;, p; —= Lp;, p% est un isomorphisme de Ho C.

(b) Le morphisme Rp; p% — Rp;, p} est un isomorphisme de Ho C.

Démonstration. — Le lemme résulte du fait que chacun des morphismes de (a) et (b)
s’obtient de ’autre par transposition. O

Proposition 3.1.21 — Soient C une catégorie de modéles exponentielle, et
— % -7
S
un triangle commutatif de Cat. Les conditions suivantes sont équivalentes.
(a) Pour tout objet s de S, le morphisme Lps\llp:\l — Lps\le:\J, induit par
s\u: s\I —= s\J, est un isomorphisme dans Ho C.

(b) Le morphisme canonique Lpp v* — Lp; w* est un isomorphisme dans
Ho C*°.

Démonstration. — Cela résulte du lemme précédent et de la remarque 3.1.19, car le
morphisme Lp;, v* — Lp;, w* est le transposé du morphisme Rw, p% — R, p}.
O

Proposition 3.1.22 — Soit ® : C — D un foncteur de Quillen d gauche entre deux
catégories de modéles fermées exponentielles a droite. Alors pour chaque petite caté-
gorie I, le foncteur induit par ® sur les catégories de foncteurs, noté aussi par abus
O : CT —= DI, est un foncteur de Quillen & gauche, et admet donc un foncteur dérivé
a gauche

L®:Ho(C! — Ho D' .
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En outre, pour tout foncteur entre petites catégories uw : I —= J, on a un isomor-
phisme canonique
Lu)L® ~ L® Lu, ,

autrement dit, le carré
L&

Ho ¢! Ho D'
Lu, l lLu!
J J
HoC o~ HoD
commute & isomorphisme pres.
Démonstration. — 1l est immédiat que le foncteur ® : ¢! — D’ admet un adjoint &

droite et que ce dernier respecte les fibrations et les fibrations triviales, ce qui prouve
la premiere assertion. La seconde résulte du lemme 3.1.9, de [74, théoréme 1.3.7], et du
fait que pour tout foncteur u : I — J entre petites catégories, on a un isomorphisme
canonique u, ® ~ ® v, puisque & commute aux petites limites inductives. o

Notations 3.1.23 — Soient A une petite catégorie et W une classe de fleches de A
(le plus souvent un A-localisateur). Si I est une petite catégorie, les éléments de W/
seront appelés des W-équivalences argument par argument, ou plus simplement des
W-équivalences, si aucune confusion n’en résulte. On note

Hoy, A(I) = Hoy AT = (W!) ™! Hom(1, A)

la localisation de Hom(I, /Al) par les W-équivalences argument par argument, ou bien
encore, lorsque [ est la catégorie ponctuelle, plus simplement

Ho, A=W"'A4 .

Siwu:I — J est un morphisme de Cat, il induit donc un foncteur image inverse

u* : Hoy A(J) — Hoy, A(I) .
3.1.24 — On fixe, dans ce numéro et le suivant, une petite catégorie A, et deux A-
localisateurs W et W’. On suppose en outre que W est accessible, et que W C W’. On
vérifie que pour toute petite catégorie I, Hoy, A(I) est la localisation de Hoy A(T)
par les images des W-équivalences argument par argument. On a donc un foncteur
de localisation
et pour tout foncteur entre petites catégories v : I — J, on a un carré commutatif

-~

| E

Hoy, A(I) — Hoyy, A(I)
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-~ -~

En outre, le foncteur v* : Hoyy A(J) — Hoy A(]) admet un adjoint a gauche noté
Lu, (cf. Pexemple 3.1.5 et la proposition 3.1.10).

Lemme 3.1.25— Pour tout morphisme u : I — J de Cat, il existe un unique
foncteur

Lu, : Hoy, A(I) — Hoy, A(J)

tel que le carré

-~

Hoy, A(I) —— Hoy, A(I)

L l lL

Hoy, A(J) — Hoy,, A(J)

soit commutatif.

-~

Démonstration. — Comme v : Hoy, A(I) — Hoy, A(I) est la localisation de la ca-
tégorie Hoyy /T(I ) par les images des W/-équivalences argument par argument, il suffit
de montrer que si f est une W’-équivalences de Al , alors v Lu, (f) est un isomorphisme
de Hoy, E(J ). Pour cela, considérons le A-localisateur accessible W engendré par
W et par I’ensemble {f; | i € ObI}. On a W C W’ C W/, et en vertu de la proposi-
tion 3.1.22, appliquée au foncteur ® = 13, on a un carré commutatif, & isomorphisme
pres,

’

Hoy, A(I) —— Hoy,. A(I)

Ll lL

Hoy, A(J) —> Hoy, A(J)

On en déduit que I'image de Lu, (f) dans Hoyy» A(J), et & plus forte raison celle dans
Ho,, A(J), est un isomorphisme, ce qui acheve la démonstration. O

Proposition 3.1.26 — Soient A une petite catégorie et W un A-localisateur. Pour tout
foncteur w : I — J dans Cat, le foncteur image inverse

u* : Hoy A(J) — Hoy, A(I)
admet un adjoint a gauche
Lu, : Hoy A(I) — Hoy, A(J) .
Démonstration. — En vertu de la proposition 3.1.10, ’assertion est vérifiée lorsque W
est accessible, et en particulier lorsque W est le A-localisateur minimal. Le cas général

résulte lemme précédent et de la 2-fonctorialié de la localisation (voir par exemple
[96, lemme 2.1.6]). O
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Remarque 3.1.27— De facon explicite, le foncteur Lu, de la proposition précédente
est construit comme suit. On considére sur A7 = Hom(I, IZ) la structure de catégorie
de modeles fermée du corollaire 1.4.24, associée au A-localisateur minimal, et on choi-
sit une résolution cofibrante fonctorielle, autrement dit, un foncteur L : Al —= AT ,
et un morphisme de foncteurs ¢ : L — 17;, tels que pour tout foncteur F': I — /Al,
l'objet LF soit cofibrant et la fleche ¢ : LF — F une fibration triviale (ou simple-
ment une équivalence faible) au sens de cette catégorie de modeles fermée. Il résulte
du lemme 3.1.25 que le foncteur composé u, L : Al —~ A7 respecte les W-équivalences
argument par argument. Le foncteur Lu, : Hoyy A(I) — Hoy, A(J) est induit par le
foncteur u,L, et en particulier pour tout objet F' de gl, on a Lu " = w,LF. Le mor-
phisme de foncteurs u, x ¢ : v, — u, induit un morphisme canonique de foncteurs

Uy

AT A7

7

~

Hoy A(I) == Hoy, A(J)

On peut vérifier que le couple (Lu,, o) satisfait & la propriété universelle des foncteurs
dérivés a gauche, et que le morphisme de foncteurs « s’obtient également par adjonc-
tion a partir de 'image dans Hoy E(I) du morphisme d’adjonction 173, — u*u,.
Lorsque J est la catégorie ponctuelle, le foncteur u, est le foncteur limite inductive
li_m)l /L — E, et le foncteur Lu, : Hoyy E(I) — Hoy, A sera noté Lli_m}l7 ou plus
simplement L lim. Pour tout objet F' de Al , le morphisme de foncteurs a définit alors
un morphisme canonique ap : Llim /' — lim F.

Proposition 3.1.28 — On considére deux petites catégories A et B, un A-localisateur
W, un B-localisateur W', et un foncteur ® : A—=B qui commute aux petites limites
inductives, respecte les monomorphismes, et envoie les W-équivalences sur des W'-¢-
quivalences. Alors pour chaque petite catégorie I, ® induit un foncteur, noté aussi par
abus
& : Hoy, A(I) — Hoy, B(I) ,
et pour tout foncteur u : I —= J entre petites catégories, il existe un isomorphisme
canonique
Lu, ® —= ®Lu, .

Autrement dit, le carré

Hoy, A(I) —> Hoy,, B(I)

L l lL

-~

commute a isomorphisme prés.
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Démonstration. — Lorsque W et W’ sont accessibles, cela résulte de la proposi-
tion 3.1.22. En particulier, Passertion est vérifiée lorsque W est le A-localisateur
minimal et W’ le B-localisateur engendré par ®W, qui est accessible en vertu du
corollaire 1.4.9. Le lemme 3.1.25 montre que cela implique aussi le cas général. O

Corollaire 3.1.29 — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur. On consi-
dére deuz foncteurs u : I —= J et v : K — L entre petites catégories induisant un
carré commutatif dans Cat

uX1g

IxK——Jx K

1I><’UL ll,])(’u

IXL———JX%XL
uxly

~

On a alors un isomorphisme canonique dans Hoy A (I x L)
L(l[ X ’U)[ (u X 1K)* ~ (u X 1L)* L(lJ X ’U)[ s
autrement dit, le carré

o~ (quK)* o~

Hoy A (J x K) —— Hoy A (I x K)

(31291) L(1yxv) lL(lIXv)z

-~ ~

Hoyw A(J X L) ——>>Hoyw A(I x L)

(UXIL)

commute & isomorphisme pres.

Démonstration. — Une fois remarqué que le carré 3.1.29.1 s’identifie au carré

Hoy,s A x Jo(K) ——= Hoyr A x 1°7(K)

Ll lL

Hoyys A x Jo(L) —=Hoy: Ax [°?(L)

on constate que ce corollaire résulte de la proposition 3.1.28 appliquée au foncteur ¢ =
u*: Ax JoP —= A x I°P en considérant les W-équivalences argument par argument.
O

Proposition 3.1.30 — Soient A une petite catégorie, W un A-localisateur, et I une
petite catégorie. Une fleche de Hoy A(I) est un isomorphisme si et seulement si
pour tout objet i de I, son image par le foncteur i* : Hoy A(I) — Hoy A est un

isomorphisme.
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Démonstration. — Cela résulte immédiatement du corollaire 1.4.8, appliqué a la ca-
tégorie A x I°P et au A x I°P-localisateur W/, et du corollaire 1.4.7. (]

Lemme 3.1.31— Soient A une petite catégorie et W, W' deuz A-localisateurs. On
suppose que W est accessible, et que W C W'. Pour toute petite catégorie I, et tout en-
semble S de fleches de Hoy, IZ(I) tel que pour tout s € S l'image de s dans Hoy, E(I)
soit un isomorphisme, il existe un A-localisateur accessible W tel que W Cc W’ Cc W/,
et tel que pour tout s € S limage de s dans Hoy. //1\(1) soit un isomorphisme.

Démonstration. — En vertu du corollaire 1.4.8, appliqué a la catégorie A x I°P et
au A x I°P-localisateur W/, pour tout s € S, il existe deux morphismes f, et gs
de AT avec gs € W, et tels que I'on ait 1'égalité f, = gss dans Hoyy /Al(I) Comme
W C W/, et comme s est un isomorphisme de Hoyy,, A(I), il résulte du corollaire 1.4.7
que fs € W/, On en déduit que le A-localisateur W engendré par W et la famille
(fs,i)ses.icob 1, de fleches de g, est un A-localisateur accessible contenu dans W', et
que pour tout s € S, 'image de s dans Hoy./ E(I) est un isomorphisme. O

3.1.32 — Dans les deux lemmes suivants, on se fixe une petite catégorie A, un
A-localisateur W, et on considere un diagramme commutatif du type suivant dans Cat

%

et le morphisme de foncteurs dans Hoyy A(S)
Lo v* — L) w* |

composé de I'isomorphisme canonique Lo, v* o~ Lw', Lu, u*w* suivi du morphisme

Lw x ¢ x w* : Lw Ly, v*w* — Lw)w* ,
ou ¢ : Luyu* — 1HoW AW désigne le morphisme d’adjonction.
Lemme 3.1.33— Soient K une petite catégorie, et F' : K — AS un foncteur tel que
pour tout objet k de K, la fléche canonique

Lo, v* Fj, — L, w* F},

soit un isomorphisme. Alors si p = py X 1g désigne la projection de K x S sur S, on
a un isomorphisme

Lv)v*Lp F —= Lw| w*Lp, F .
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Démonstration. — En vertu du corollaire 3.1.29, pour tout objet k de K, on a un
isomorphisme

L’Ul! ’U*Fk = L’Ull (k X 1])* (IK X ’U)*F ~ (k X 15/>*L(1K X ’Ul>!(1K X ’U)*F .

En utilisant les formules analogues pour w et w’, il résulte de la proposition 3.1.30 et
de 'hypothése du lemme que le morphisme canonique

L(lK X ’Ul)! (1}( X ’U)*F — L(lK X ’w/)[ (1K X w)*F

est un isomorphisme. En appliquant le foncteur L(pg X 1g/)1, on obtient I’isomor-
phisme annoncé, en remarquant qu’en vertu du corollaire 3.1.29, on a des isomor-
phismes

Loy v*Lp F ~ Lo \L(pg X 1)1 (1g x v)*F ~ L(pg x 1lg W L(lg x 0" ) (1x x v)*F |

ainsi que des isomorphismes analogues pour w et w’. o

Lemme 3.1.34— Pour que le morphisme de foncteurs
Lv)v* — Lw, w*

soit un isomorphisme dans Hoyy X(S'), il faut et il suffit que son analogue le soit dans
Hoy,, A(S’) pour un A-localisateur accessible W' C W.

Démonstration. — Le lemme 3.1.25 montre que c’est une condition suffisante. Il suffit
donc de montrer qu’elle est nécessaire. Choisissons un cardinal « tel que tout préfais-
ceau sur A x S°P soit la limite inductive a-filtrante de ses sous-objets a-accessibles,
et tel que tout A-localisateur soit stable par limites inductives o-filtrantes (cf. 1.2.15
et 1.4.28). Alors pour tout ensemble ordonné o-filtrant K, et tout A-localisateur W',
le foncteur limite inductive

li_m): (pK X 15)! : ASXK —_— AS

K
respecte les W/-équivalences argument par argument. Autrement dit, pour tout fonc-
teur F: K — A%, la fleche canonique

L(pg X 1sh F — lim F
K
est un isomorphisme dans Hoyy, E(S ). On en déduit que pour que Lo/, v* — Lw/, w*
soit un isomorphisme dans Hoy, E(S ), il faut et il suffit que pour tout préfaisceau
a-accessible X sur A x S°P la fleche Lo/ v*X — Lw), w*X soit un isomorphisme
de Hoy, X(S ). En effet, soit X un préfaisceau arbitraire sur A x S°P, et notons K
I’ensemble ordonné a-filtrant de ses sous-objets a-accessibles, et F' : K — AS le
foncteur évident d’inclusion. En vertu de ce qui précede, on a un isomorphisme

L(pg x 1shF — X,
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et le lemme 3.1.33 implique ’assertion. Comme la sous-catégorie de A% §or formée
des préfaisceaux a-accessibles est essentiellement petite (cf. 1.2.15), on acheve la dé-
monstration en appliquant le lemme 3.1.31 & 'inclusion du A-localisateur minimal
dans le A-localisateur W, et en tenant compte du lemme 3.1.25. o

Proposition 3.1.35— Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur. On consi-
dére le triangle commutatif suivant dans Cat.

S

u* : Hoy, A\(J) — Hoy, ;1\([)

1. Le foncteur

admet un adjoint a gauche
Lu, : Hoy A(I) — Hoy, A(J) ,
et ce dernier est le foncteur dérivé a gauche du foncteur
Al A
2. Pour tout objet j de J, on a un isomorphisme de foncteurs canonique dans Hoyy A

J*Luy ~Lpy ), €(u,5)" .
3. Les conditions suivantes sont équivalentes.
(a) Pour tout objet s de S, le morphisme LpI/S!pﬁ/s — LpJ/S!pj/s, duit par

u/s:I/s — J/s, est un isomorphisme dans Hoy, A.
(b) Le morphisme canonique Lv, p; — Luw, p% est un isomorphisme.

4. Les conditions suivantes sont équivalentes.
(a") Pour tout objet s de S, le morphisme LpS\I!p:\I — LpS\J!p:\J, mduit par

s\u : s\I —= s\J, est un isomorphisme dans Hoy A.
(b") Le morphisme canonique Lp;, v* — Lp;, w* est un isomorphisme.

Démonstration. — Dans le cas ou W est accessible, cela résulte des proposi-
tions 3.1.10, 3.1.14, 3.1.18, et 3.1.21. Dans le cas général, le point 1 est conséquence
immédiate de la proposition 3.1.26, et de la remarque 3.1.27. Le point 2 résulte
du cas accessible, de la 2-fonctorialité de la localisation, et du lemme 3.1.25. Les
équivalences 3 et 4 résultent elles aussi du cas accessible, en vertu du lemme
précédent. O
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Remarque 3.1.36— Lorsque le A-localisateur W est accessible, la structure de caté-
gorie de modeles fermée sur A est exponentielle (cf. exemple 3.1.5). En gardant les
notations de la proposition précédente, le foncteur

-~

u* : Hoy A(J) — Hoy, A(I)

admet alors également un adjoint a droite

~

Ru, : Hoy A(I) — Hoy, A(J) ,
qui est le foncteur dérivé a droite du foncteur
u,: AT — A7

(cf. remarque 3.1.11), et pour tout objet j de J, on a un isomorphisme de foncteurs
canonique dans Hoyy A

J" Ruy =~ Rpj\[* C(u, 4)”
(cf. remarque 3.1.15). De plus, on obtient par transposition que les conditions équi-
valentes de la troisieme partie de la proposition sont aussi équivalentes a la condition

(c) le morphisme canonique Rp; w* —= Rp; v* est un isomorphisme ;
et celles de la quatrieme partie a la condition

(c") le morphisme canonique Rw, p’; — Ru, p} est un isomorphisme.

3.2. Préfaisceaux réalisés en catégories
3.2.1 — Soit C une petite catégorie. On a un foncteur
it C —= Cat

qui associe & chaque préfaisceau X sur C' la catégorie C'/X des objets de C' au-dessus
de X. Pour étre plus explicite, si X est préfaisceau d’ensembles sur C, on définit la
catégorie C'/ X de la maniére suivante. Les objets de C'/X sont les couples (¢, s), ol ¢
est un objet de C' (vu comme un préfaisceau sur C par le plongement de Yoneda), et s
une section de X au-dessus de ¢ (que 'on voit comme un morphisme de préfaisceaux
de ¢ vers X). Une fleche f de (co,s0) vers (c1,s1) dans C/X est simplement un
morphisme f de ¢y vers c; tel que s1f = so. Le foncteur i, ci-dessus est défini sur
les morphismes comme suit : pour un morphisme de préfaisceaux u : X — Y, le
foncteur
ic(u)=C/u:C/X —CJY

envoie un couple (¢, s) sur (¢, us) (et ici encore, le composé us correspond a la section
u*(s) de Y au-dessus de ¢ induite par u). On vérifie aussitét que lorsque ¢ est un objet
de C vu comme un préfaisceau représentable sur C, la catégorie C/c est canonique-
ment isomorphe a la catégorie construite au numéro 3.1.1 avec C =1 = J, u = 1¢,
et ¢ = j. Par la suite, on ne distinguera donc pas ces deux constructions.
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Vu que ic(e@) =C (ou e désigne 'objet final de ), le foncteur i se factorise de
maniére unique par la catégorie des petites catégories au-dessus de C' (ou U, désigne

le foncteur d’oubli évident) :

Cat/C
Proposition 3.2.2 — Pour toute petite catégorie C, le foncteur
jo:C — Cat)C
est pleinement fidéle.

Démonstration. — Soient X et Y deux préfaisceaux sur C, et soit

C/X4>C/Y

N

un morphisme de Cat/C. Si (¢, s : ¢ — X) est un objet de C'/ X, alors f(c, s) est un
objet de C/Y de la forme (c, f.(s) : ¢ —=Y), puisque le triangle ci-dessus est com-
mutatif. Or par le lemme de Yoneda, on a pour tout objet ¢ de C, et tout préfaisceau
T sur C, une identification canonique

T'(c) ~ Homg(c,T) .

)

Par suite, on peut définir une application g(c) : X(¢) — Y (¢), par s — fc(s). On
vérifie immédiatement que cela définit un morphisme de préfaisceaux g : X — Y,
que i-g = f, et quun tel g est unique. O
Corollaire 3.2.3 — Pour toute petite catégorie C, le foncteur

est fidéle.

Démonstration. — Cela résulte de la proposition précédente, et du fait que le foncteur
d’oubli Cat/C — Cat est lui-méme fidele. O
3.2.4 — On considere a présent une petite catégorie A, et un foncteur

i:A— Cat .

On obtient alors un foncteur ¢* : Cat — E, défini pour chaque petite catégorie C, et
chaque objet a de A, par i*(C)(a) = Homgy (ia, C). Cela détermine ainsi un foncteur
i40* 2 Cat — Cat. Si C est une petite catégorie, on notera par abus A/C la catégorie

i i*(C).
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On suppose a présent qu’en outre, pour tout objet a de A, la catégorie ia admet
un objet final e,, et on définit un morphisme de foncteurs

Qo ’LA’L* —— 1Cat
comme suit : si C' est une petite catégorie, le foncteur
ac: A/C—C

est déterminé sur les objets par la formule a(a,u) = u(e,) (en remarquant que par
définition du préfaisceau i*C', un objet de A/C est un couple (a,u), ot a est un objet
de A, et u un foncteur ia — C'), et si f : (a,u) — (b, v) est une fleche de A/C, i.e.
une fleche f: a — b telle que voi(f) = u, ax(f) = v(i(f)(ea) — es).

Proposition 3.2.5 — Soient C une petite catégorie, et p : F —> G un morphisme de
préfaisceaux sur C. Le carré suivant est cartésien dans Cat :

AJ)(C/F) =5 C/F
A/iC(p)l lic (p)
A/(C/G) ?/G C/G
Démonstration. — Quitte & remplacer la catégorie C' par la catégorie C'/G, on peut
supposer que G est 'objet final de la catégorie des préfaisceaux sur C, et donc qu’on
a C/G = C, la fleche p étant 'unique fleche de F' vers l'objet final de C'. On notera

D = A/C Xc C/F
Un objet de A/(C/F) est un couple

(a,u:ia — C/F)

ol a est une objet de A, et u un foncteur. Le foncteur u induit par composition avec
le foncteur d’oubli de C/F vers C un foncteur v : ia —= C|, et I'image par u de 'objet
eq de la catégorie ia est un morphisme w : ¢ —= F, ol ¢ = v(e,). Comme e, est un
objet final de ia, la donnée d’un tel objet équivaut a celle du triplet

(a,v:ia — Cyw:c—F)

vérifiant la condition ¢ = v(e,). Or c’est la description méme des objets de la catégorie
A/C xcC/F. La correspondance au niveau des fleches se vérifie de maniere analogue
et est laissée au lecteur. O

3.2.6 — Dans la situation du paragraphe 3.2.4, pour toute petite catégorie C, on
obtient un foncteur image inverse

af:C— A/C

ot A/C est la catégorie A/i*C, canoniquement équivalente a la catégorie A/C.
On note encore U, : A/C —= A le foncteur d’oubli. Le foncteur ¢* induit un
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unique foncteur i*/C : Cat/C —= A/C, tel que le carré suivant commute :

it /C
Cat/C L A/

%l |

Cat —— A

Lemme 3.2.7— Soient u : C' —= C un foncteur entre petites catégories, et F un
préfaisceau sur C. Alors le carré commutatif induit par u

C'Ju*F ——=C/F
c’ ” C
est cartésien.
Démonstration. — C’est un corollaire immédiat du lemme de Yoneda. O

Proposition 3.2.8 — Pour toute petite catégorie C, on a un isomorphisme canonique
de foncteurs dans A/i*C (voir 3.2.6) :

o = ('/C)ic .

Démonstration. — La pleine fidélité du foncteur j, e (proposition 3.2.2) implique
qu’il suffit de montrer que les foncteurs Jajcad et jA/C(i*/C)jC sont isomorphes, ou
encore que pour tout préfaisceau F' sur C, les catégories

(A/C)/acF et (A/C)/(*/C)jcF = AJi*(C/F) = A/(C/F)

sont isomorphes au-dessus de A/C, et ce fonctoriellement en F. Or en vertu de la
proposition 3.2.5 et du lemme 3.2.7, on a les deux carrés cartésiens suivants.

A/((j/F)—>C/F (A/C)l/oz*cF—>C/F
A/CT>iV A/CT>iV

Cela montre que ces deux catégories vérifient la méme propriété universelle, et donc
qu’elles sont canoniquement isomorphes. O
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3.2.9 — On a donc le diagramme commutatif suivant (& isomorphisme pres) :

U,
Cat/C < Cat
g
i /C \(1*
A/C A

Ug

Corollaire 3.2.10 — Pour toute petite catégorie C, le foncteur i*i, : C — A com-
mute aux petites limites inductives et auxr produits fibrés. En particulier, il respecte
les monomorphismes.

Démonstration. — Le foncteur af, commute aux petites limites inductives et projec-
tives, et le foncteur d’oubli U, commute aux petites limites inductives, ainsi qu’aux
produits fibrés. Le corollaire résulte donc trivialement de la proposition ci-dessus, et
du fait que i*ip = U (1*/C)jo- O

3.2.11 — Soit A la catégorie des simplexes, i.e. la catégorie dont les objets sont
les ensembles bien ordonnés A,, = {0,...,n}, pour tout n > 0, et dont les fleches
sont les applications croissantes. On définit un foncteur i : A — (Cat en associant a
chaque objet A,, la catégorie associée a sa structure d’ensemble ordonné. Le foncteur
i est une inclusion pleine, et on notera par abus i4, = A, (abus déja consommé
lors de la définition A donnée au numéro 2.1.1). On note N : Cat — A le foncteur
nerf défini par N = ¢*, et cat son adjoint a gauche. Le foncteur nerf est pleinement
fidele, et on a donc un isomorphisme de foncteurs canonique cat N ~ 15, (voir [60,
corollaire 11.4.3]).

Proposition 3.2.12 — Pour toute petite catégorie C, le foncteur
jo:C — Cat)C
commute aux petites limites inductives et projectives.

Démonstration. — En vertu de la proposition 3.2.8, on a un isomorphisme de fonc-
teurs o, =~ (N /C)j, ce qui montre que le foncteur (N /C')j commute aux petites li-
mites inductives et projectives, puisque c’est le cas de a.. En outre, comme le foncteur
nerf est pleinement fidele, il en est de méme du foncteur N /C : Cat/C —= A/C, ce
qui implique que le foncteur j commute aux petites limites inductives et projectives.

O
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Corollaire 3.2.13 — Pour toute petite catégorie C, le foncteur
it C — Cat

commute aux petites limites inductives et aux produits fibrés. En particulier, il res-
pecte les monomorphismes. En outre, il admet pour adjoint a droite le foncteur if, :
Cat — C, D+ (¢ Hom¢,(C/c, D)).

Démonstration. — Le foncteur ¢ est le composé du foncteur j et du foncteur d’oubli
Uy : Cat/C — (at, et donc la proposition ci-dessus montre qu’il commute aux
petites limites inductives et aux produits fibrés, puisque le foncteur d’oubli Uc vérifie
la méme propriété. On en déduit que le foncteur i, admet un adjoint a droite, et on
vérifie facilement que ce dernier ne peut qu’étre le foncteur 77,. O

Proposition 3.2.14 — Soit C une petite catégorie.

(a) Le morphisme d adjonctzon UE 1 —= igic est un monomorphisme.

(b) Le foncteur ific : C—C commute aux petites limites inductives et aux
produits fibrés.

(c) Pour tout morphisme ¢ : X —Y dans 5, le carré suivant est cartésien :

n ik -
X —X> ’L*C’LCX

wl li*cicap

Y U—y> i*C‘iCY

Démonstration. — L’assertion (a) résulte formellement du fait que le foncteur ic est
fidele (corollaire 3.2.3).
L’assertion (b) est une conséquence du corollaire 3.2.10 appliqué au foncteur

C — Cat c—=CJc,

une fois remarqué que pour tout objet ¢ de C, la catégorie C'/c admet un objet final
(& savoir (¢, 1¢)).

Pour montrer (¢), on commence par considérer le diagramme commutatif suivant
dans Cat (ol € : iif — 1lca est le morphisme d’adjonction) :

ligx

£
e ioX
1o X ——————iigta X ¢ . 1o X

ic‘Pl ) \Lici’éid/’ (2) \Lic“ﬂ

oY ——————igigicY —_— 1Y

Ligy
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Ensuite, on vérifie que pour toute petite catégorie D, le foncteur ep : i1 D —= D
est exactement le foncteur défini par la formule ep(c,u) = u(c, 1.) (ol ¢ est un objet
de C, et u : C/c — D un foncteur), et donc en vertu de la proposition 3.2.5, le
carré (2) est cartésien. Grace a la formule €, icn = Lli,, on constate trivialement
que le carré (2)o(1) est aussi cartésien. Par conséquent, le carré (1) ne peut qu'étre
cartésien. Or on peut voir (1) comme un carré cartésien de Cat/C grace au foncteur
canonique de ii5iY vers C. La pleine fidélité de j (proposition 3.2.2) achéve donc
la démonstration. O

3.3. Localisateurs fondamentaux et fibrations de Grothendieck

Cette section ne contient que des définitions et des résultats sans démonstrations.
Elle n’est écrite que pour le confort du lecteur. Nous renvoyons ce dernier & [96] pour
une contribution plus compléte a la théorie axiomatique de I’homotopie des petites
catégories dégagée par Grothendieck.

3.3.1 — Etant donné un triangle commutatif de Cat de la forme

A—"p

oA

pour chaque objet ¢ de C', on a un foncteur canonique
u/c: Ale —= B/c

(voir 3.1.1 pour la signification et la construction de A/c et B/c). Le foncteur u/c est

obtenu grace au fait que A/c (resp. B/c) peut étre décrite canoniquement comme le
produit fibré de A (resp. B) et de C/c au-dessus de C.

Définition 3.3.2(Grothendieck). — Un localisateur fondamental est une classe ‘W de
foncteurs entre petites catégories vérifiant les axiomes suivants.

LA La classe W est faiblement saturée (1.4.12).
LB Si A est une petite catégorie admettant un objet final, alors A — e, ou e
désigne 1'objet final de Cat, est dans W.

LC Si
A k B
C

est un triangle commutatif de Cat, et si pour tout objet ¢ de C, le foncteur u/c :
A/e — B/c induit par u est dans W, alors u est dans W.
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3.3.3 — Soit W une classe de foncteurs entre petites catégories.

Les éléments de W seront appelés des W-équivalences, ou encore, si cela ne préte
pas & confusion, des équivalences faibles. On dira qu'une petite catégorie A est W-as-
phérique, ou encore, plus simplement, asphérique, si le foncteur de A vers la catégorie
ponctuelle est une W-équivalence. Un foncteur u : A — B entre petites catégories
sera dit ‘W-asphérique, ou encore, plus simplement, asphérique, si pour tout objet b
de B, la catégorie A/b est W-asphérique. Enfin, étant donné un triangle commutatif

u

A

dans Cat, on dira que u est une W-équivalence localement au-dessus de C, ou bien

encore une équivalence faible localement au-dessus de C, si pour tout objet ¢ de C, le
foncteur u/c est une W-équivalence.

Une fois cette terminologie fixée, la notion de localisateur fondamental se formalise
donc comme suit : la classe W est un localisateur fondamental si elle est faiblement
saturée, si toute petite catégorie admettant un objet final est asphérique, et si tout
équivalence faible localement au-dessus d’une petite catégorie donnée est une équi-
valence faible. En particulier, si ‘W est un localisateur fondamental, tout foncteur
asphérique est une équivalence faible. En effet, si u : A — B est asphérique, alors
pour tout objet b de B, on s’apercoit immédiatement par I’axiome FS2 de la faible
saturation (cf. 1.4.12) que le foncteur canonique de A/b vers B/b est une équivalence
faible. Il s’ensuit, en appliquant ’axiome LC avec C' = B et w = 1p, que u est bien
une équivalence faible. Autrement dit, 'analogue (relativement & W) du théoréme A
de Quillen [112] est vrai par définition pour tout localisateur fondamental.

Exemple 3.3.4 — La classe de toutes les fleches de Cat forme un localisateur fonda-
mental, appelé le localisateur fondamental trivial.

Exemple 3.3.5— Soit W,, la classe formée de I'identité de la catégorie vide et des
foncteurs entre petites catégories non vides. On vérifie immédiatement que ‘Wgr est
un localisateur fondamental, appelé le localisateur fondamental grossier. On dit qu'un
localisateur fondamental est grossier s’il contient le localisateur fondamental grossier.
Il est immédiat que les seuls localisateurs fondamentaux grossiers sont le localisateur
fondamental trivial et le localisateur fondamental grossier lui-méme. Nous renvoyons
a la proposition 9.3.2 pour une autre caractérisation des localisateurs grossiers relati-
vement a la notion de connexité.

Exemple 3.3.6 — 1l est immédiat que les localisateurs fondamentaux sont stables par
intersections. Si S est une partie de F1 Cat, le localisateur fondamental engendré par
S est l'intersection de tous les localisateurs fondamentaux contenant S. On le note
W(S). Lorsque S est la classe vide, on obtient de la sorte le localisateur fondamental
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minimal. Le localisateur fondamental trivial est engendré par le singloton formé de
Iinclusion de la catégorie vide dans la catégorie ponctuelle. Le localisateur fondamen-
tal grossier est quant a lui engendré par le singloton formé du morphisme canonique
e Il e — e. Pour le voir, on remarque que si I = e Il e est asphérique, alors pour
toute petite catégorie A, la projection de I x A sur A est un foncteur asphérique,
et donc une équivalence faible (voir plus bas 3.3.8). Si on fait jouer & I le role d’'un
intervalle, on remarque que tout foncteur entre petites catégories est I-homotope a un
foncteur constant, et donc que toute petite catégorie non vide est asphérique (cf. [96,
lemme 1.7.22]).

Exemple 3.3.7— On verra plus loin que les équivalences faibles usuelles de Cat dé-
finies par le foncteur nerf forment un localisateur fondamental qui n’est autre que le
localisateur fondamental minimal (corollaire 4.2.19).

Sorites 3.3.8 — Soit W un localisateur fondamental.

1. Les équivalences faibles sont stables par sommes.
2. Les équivalences faibles sont stables par produits finis.

3. Soit

u

A

un triangle commutatif de Cat. Si u est asphérique, alors v est asphérique si et seule-

A

B

ment si w est asphérique.

4. Une petite catégorie A est asphérique si et seulement si le foncteur de A vers la
catégorie ponctuelle est asphérique.

5. Les foncteurs asphériques sont stables par produits finis.

6. Tout foncteur entre petites catégories admettant un adjoint a droite est asphé-
rique.

7. Un morphisme u : A —= B de Cat est une équivalence faible si et seulement si
le foncteur u°? : A°? — B°P est une équivalence faible.

Démonstration. — Nous renvoyons dans l'ordre & [96, proposition 2.1.4, proposi-
tion 2.1.3, proposition 1.1.8, proposition 1.1.4, corollaire 1.1.5, proposition 1.1.9,
proposition 1.1.22]. O

3.3.9 — Le sorite numéro 7 ci-dessus permet de dualiser les axiomes de localisateur
fondamental. Si W est un localisateur fondamental, on introduit la terminologie sui-
vante. Un foncteur u : A — B est W-coasphérique, ou encore, coasphérique, si pour
tout objet b de B, la catégorie b\ A est asphérique (ce qui revient & dire que u°P est
asphérique). Il est clair que tout foncteur coasphérique est une équivalence faible. De
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méme, étant donné un triangle commutatif

u
B
N A
C
dans Cat, on dira que u est une W-équivalence colocalement au-dessus de C, ou encore

que u est une équivalence faible colocalement au-dessus de C, si pour tout objet ¢ de
C, le foncteur induit c\u : ¢\A — ¢\ B est une équivalence faible. Cela revient & dire

A

que u°P est une équivalence faible localement au-dessus de C'°? ; en particulier, un tel
ncteur u une équivalen ible.
foncte est une é alence faible

3.3.10 — Soit u : A — B un foncteur.
Pour chaque objet b, on note A, la fibre de u au-dessus de b. On a donc par
définition un carré cartésien de catégories

Ay —> 4

|k

e —>b B

ou b: e — B désigne le foncteur qui envoie I'unique objet de la catégorie ponctuelle
e sur b. La catégorie A, peut ainsi étre décrite comme la sous-catégorie non pleine de
A formée des objets a tels que u(a) = b, et dont les fleches sont les morphismes f de
A tels que u(f) = 1. Le foncteur ¢ est alors simplement U'inclusion.

On dit qu'un morphisme k : a — a’ de A est cartésien au-dessus de B si pour tout
morphisme m : & — a’ de A tel que u(k) = u(m), il existe un unique morphisme
l:x — a tel que kl =m.

On dit que le foncteur u est une préfibration si pour tout morphisme z : b —= 4" de
B et tout objet a’ au-dessus de b’ (i.e. a’ est un objet de A tel que u(a’) = b’) il existe
un morphisme cartésien k : a — o’ au-dessus de x (i.e. x est un morphisme cartésien
tel que u(k) = ). On dit enfin que u est une fibration si ¢’est une préfibration, et si
les morphismes cartésiens de A au-dessus de B sont stables par composition.

Dualement, on dira que le foncteur u est une précofibration(*) (resp. une cofibration)
si le foncteur u°? est une préfibration (resp. une fibration).

Les fibrations (resp. les préfibrations, resp. les précofibrations, resp. les cofibrations)
sont stables par changement de base (d’apres [69, Exposé VI, corollaire 6.9]). Les
fibrations (resp. les cofibrations) sont stables par composition (c’est immédiat), mais

(1) Cette terminologie est assez malvenue dans la mesure ot la notion de (co)fibration est déja définie
dans la cadre des catégories de modeles. Nous la conservons cependant car c’est celle qui est utilisée
dans [69, Exposé VI|. D’une maniére générale, le contexte déterminera clairement si I'on parle de
(co)fibration au sens catégorique, comme on vient de le définir, ou bien au sens homotopique, dans
le cadre des catégories de modeéles.
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ce n’est pas le cas des préfibrations ni des précofibrations en général. Nous renvoyons
le lecteur intéressé a [97] pour un point de vue plus conceptuel sur ces notions.

Exemple 3.3.11— Si A est une petite catégorie, et si u : X — Y est un morphisme
de préfaisceaux sur A, alors le foncteur A/p: A/X — A/Y (cf. 3.2.1) est une fibra-
tion & fibres discrétes (i.e. une fibration dont les fibres sont des catégories discrétes).
En particulier, si X est préfaisceau sur A, le foncteur canonique de A/X vers A est
une fibration a fibres discretes.

Remarque 3.3.12— Les préfibrations admettent la caractérisation suivante (qui n’est
qu’une simple traduction de la définition) : un foncteur u : A — B est une préfibration
si et seulement si pour tout objet b de B, le foncteur canonique

Ap —W\A | ar— (a,1p)

admet un adjoint a droite.
Dualement, un foncteur u : A — B est une précofibration si et seulement si pour
tout objet b de B, le foncteur canonique

Ay —A/b . ar—(a,1p)

admet un adjoint a gauche.

On en déduit aussitdt que si un foncteur est une préfibration (resp. une précofi-
bration) & fibres asphériques, alors il est coasphérique (resp. asphérique), et donc, en
particulier, est une équivalence faible (et ce relativement a tout localisateur fonda-
mental).

3.3.13 — Soit I une petite catégorie, et F' un foncteur de I vers Cat. On lui associe
la catégorie [F = [, F, appelée l'intégrale de F® comme suit. Les objets de [F sont
les couples (i, x), ou ¢ est un objet de I, et = un objet de la catégorie F;. Une fleche
de (ig, o) vers (i1,x1) dans [F est un couple (k, f), out k : 49 —= iy est une fleche
de B, et f: Fi(xg) — x1 une fleche de F(i1). La composition de deux morphismes
est définie par la formule

(K1, f1) o (ko, fo) = (k1ko, f1 © Fk, (fo)) ,

ou (ko, fo) : (i0,x0) — (i1, 21) et (k1, f1) : (i1,21) — (42, x2) sont deux morphismes
composables de [F. On a un foncteur canonique

Op: [F—1 (t,2) —1 .

On vérifie facilement que le foncteur 0 ci-dessus est une cofibration (voir [96, 2.2.1]).
En outre, pour chaque objet ¢ de I, on a un foncteur

F,— [F x = (i,)

qui identifie la fibre de 05 au-dessus de i avec la catégorie F; (évaluation de F' en i).

@ Dans la littérature, f F' est souvent appelée la construction de Grothendieck associée a F'.
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Cette construction est fonctorielle. Cela résulte formellement du fait que la
construction de l'intégrale vérifie une propriété universelle (voir par exemple [96,
2.2.3 et 2.2.4]). Cependant, on peut décrire cette fonctorialité de maniére élémentaire
comme suit. Soit a : F —> G une transformation naturelle, F' et G étant deux
foncteurs de I vers Cat. On définit un foncteur

Ja: [F— [G
par la formule [a(i,z) = (i,a;(z)) pour les objets, et [a(k, f) = (k,a;,) pour les
fleches, i1 désignant le but de f. Il est clair que 0 [ = 6.

3.3.14 — Soient a présent I et A une petite catégorie, et F' un foncteur de I vers A.
En reprenant les notations de 3.2.1, on désigne par A/F le foncteur

A/F =i, F : I — Cat i A/F; = i,(F;) .

En vertu du corollaire 3.2.13, on a un isomorphisme canonique

limA/F — A/lim F .

_ _
Pour chaque objet ¢ de I, on désigne par

g F; — lim I
-

le foncteur canonique. Cela permet de définir un foncteur

K: [A/F — A/lim F

comme suit. Les objets de [A/F sont les couples (i,2) ol i est un objet de I, et z un
objet de A/F;. On peut donc voir les objets de [A/F comme les triplets de la forme
(i,a,8), ol i est un objet de I, a est un objet de A, et s une section de F; au-dessus
de a. Les morphismes

(0, ao, so) —= (i1, a1, 1)
sont les couples (k, f), ol k : i9g — i1 est une fleche de I, et f : a9 — a; une fleche

de A, telles que le carré suivant commute.

ao—f>a1

F(io) o8 F(iy)

Le foncteur K est alors simplement défini par la formule
K(i,a,s) = (a,&;s)
sur les objets, et par la formule

K(kaf):f

sur les fleches.
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Proposition 3.3.15— Le foncteur canonique K : [A/F — A/lWmF est une
fibration.

Démonstration. — Voir [96, proposition 2.3.6]. O

Proposition 3.3.16 — Soit W un localisateur fondamental. On considére un triangle
commutatif de Cat de la forme suivante.

A———B

W

On suppose de plus que pour tout objet ¢ de C, le morphisme u. : Ac — B, induit
par u dans les fibres, est une W-équivalence.

(a) Siv et w sont des précofibrations, alors le foncteur u est une W-équivalence
localement sur C.

(b) Si v et w sont des préfibrations, alors le foncteur u est une W-équivalence
colocalement sur C.

En particulier, dans les deux cas (a) ou (b), le foncteur u est une W-équivalence.
Démonstration. — Voir [96, proposition 2.1.10]. O

3.3.17 — Soit I une petite catégorie. On désigne par Hom(I, Cat) la catégorie des
foncteurs de I vers Cat. On appelle ‘W-équivalences argument par argument les mor-
phismes F —= G de Hom(I, Cat) tels que pour tout objet i de I, le foncteur in-
duit F; — G; soit une W-équivalence. On désigne par Hot,,,(I) la localisation de
Hom(I, Cat) par la classe des W-équivalences argument par argument (i.e. la catégorie
obtenue & partir de Hom (I, Cat) en inversant formellement la classe des W-équiva-
lences argument par argument). Lorsque I = e est la catégorie ponctuelle, on posera
simplement Hot,, = Hot,,(e).

Siwu: I —J est un foncteur entre petites catégories, il induit un foncteur image
inverse

u* : Hom(J, Cat) — Hom(I, Cat) Fr—u"(F)=Fou.

Il est immédiat que ce foncteur respecte les W-équivalences argument par argument.
Il induit donc un foncteur noté par abus

u* : Hot,y(J) — Hot,,(I) .

La théorie des catégories cofibrées (i.e. des cofibrations dans le sens défini dans cette
section) permet de définir un adjoint & gauche explicite de ce dernier foncteur u*.

3.3.18 — Soit I une petite catégorie. On définit un foncteur
O;: Cat/I —= Hom(I, Cat)
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de la maniére suivante. Si (A, p) est un objet de Cat/I (A est une petite catégorie,
et p un foncteur de A vers I), alors ©;(A,p) est le foncteur défini par

©r(A,p);=A/i ,  iobjetdel
Autrement dit, pour chaque objet ¢ de I, on a un carré cartésien de catégories
O,(A,p)i—=A
)
I)i——1

Ce point de vue montre de maniere évidente comment faire de ©; un foncteur. En
vertu de [96, proposition 3.1.2], ce dernier est en fait I'adjoint & gauche du foncteur

O : Hom(I, Cat) — Cat/I Fr+— ([F,0)

(voir 3.3.13).
Considérons a présent un foncteur entre petites catégories v : I — J. On lui
associe un foncteur

Cat/u: Cat/I — Cat/J (A, p) —= (A4, up) .
Cela permet de définir encore un foncteur noté par abus
wy : Hom(I, Cat) — Hom(J, Cat)

par la formule u; = © ; o Cat/u o ©. On démontre que le foncteur i respecte les W-
équivalences argument par argument (cela résulte par exemple directement de [96,
théoréme 3.1.4 et lemme 3.1.5]). Le foncteur u induit donc un foncteur

Lu, : Hot,(I) — Hot,,(J) .
On démontre que ce dernier est un adjoint a gauche du foncteur
u* : Hot,y(J) — Hot,,(I)

(voir [96, théoréme 3.1.7]).
Soit I une petite catégorie. Si p désigne le foncteur de I vers la catégorie ponctuelle,
on note

Llim : Hot,, (/) — Hot,, = Hot,,(e)
I
le foncteur défini par Lli_m)l = Lp,. Ce dernier admet une description simple comme
suit. Par définition, si F' est un foncteur de I vers (Cat, alors

O.(Cat/p(©7(F))) = [F .
Ce qui précede nous dit donc en particulier que le foncteur

FI—>fF
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envoie les W-équivalences argument par argument sur des W-équivalences, et que
pour tout foncteur F' de I vers Cat, on a

Llim(F) = [F .

3.4. Régularité

On consideére une petite catégorie A et un A-localisateur W. On rappelle que pour
toute petite catégorie I, p; : I — e désigne 'unique foncteur de I vers la catégorie
ponctuelle e.

Définition 3.4.1 — Un foncteur v : [ — J dans Cat est une W-équivalence si le
morphisme canonique Lp;, p; — Lp, pj est un isomorphisme dans Hoyy A.

On remarque que si J est la catégorie ponctuelle e, le foncteur v = p; est une
W-équivalence si et seulement si le foncteur pj est pleinement fidele. On désigne par
W, la classe des W-équivalences de Cat.

Lemme 3.4.2 — Soit I une petite catégorie admettant un objet final i. Alors le fonc-
teur Lp;, s’identifie au foncteur i* : Hoyy, E(I) — HOW/Al induit par ’évaluation
en l'objet final i, et le foncteur p7 : Hoy A— Hoy, E(I) est pleinement fidéle. En
particulier, le morphisme p; de Cat est une W-équivalence.

Démonstration. — Le foncteur i : e — I, défini par 1’0bjet final de I, est un adjoint
a droite pleinement fidele de p;. Comme S Ho,, (S) S € Ob (Cat, est un 2-
foncteur, on en déduit que le foncteur pj : Hoyy, A—> Hoy, A(I ) est un adjoint a
droite pleinement fidele de i* : Hoy A(I) —= Hoy, A, ce qui démontre le lemme. [

Proposition 3.4.3 — Les W-équivalences de Cat forment un localisateur fondamental.

Démonstration. — La vérification de 'axiome LA est immédiate, et ’axiome LB ré-
sulte du lemme précédent. Il reste a prouver ’axiome LC. Considérons un morphisme
de Cat/S (S étant une petite catégorie).

el

N A

En vertu du point 3 de la proposition 3.1.35, si pour tout objet s de S, le fonc-
teur I/s — J/s, induit par u, est une W-équivalence, alors le morphisme canonique
Lv; p; — Lw, p est un isomorphisme. On en déduit un isomorphisme

Lp;, p7 =~ Lpg, Lo p; — Lpg, Lw p; ~ Lp,,p} ,

ce qui acheve la démonstration. O
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3.4.4 — Afin d’alléger la terminologie, on dira simplement qu’un morphisme de Cat
est W-asphérique (resp. W-coasphérique, etc.) pour signifier qu'il est W ,-asphérique
(resp. W -,,-coasphérique, etc.).

Proposition 3.4.5 — Soient S une petite catégorie, et

[————J

N A

un S-morphisme. Le foncteur u est une W-équivalence localement (resp. colocalement)
au-dessus de S si et seulement si le morphisme canonique

Lov, p; — Lw, p} (resp. Lp;v* — Lpjw* )
est un isomorphisme.

Démonstration. — C’est une simple traduction de la troisiéme (resp. quatrieme) as-
sertion de la proposition 3.1.35. O

Corollaire 3.4.6 — Pour qu’un foncteur entre petites catégories u : I —= J soit W-
asphérique (resp. W-coasphérique), il faut et il suffit que le morphisme canonique

Lu, p] — pj (resp.  Lp;u*—=1Lp, )
soit un isomorphisme.

Démonstration. — C’est le cas particulier de la proposition précédente pour S = J,
w=1y,etv=nu. O

Remarque 3.4.7— En utilisant les notations des remarques 3.1.11 et 3.1.27, la ca-
ractérisation de la coasphéricité du corollaire précédent s’exprime en demandant que
pour tout foncteur F' de J vers A le morphlsme canonique LhmI uwF — LhmJ F
soit un isomorphisme dans la catégorie Hoyy A. Autrement dit, la condition de coa-
sphéricité est une condition de cofinalité homotopique. Dualement, lorsque le A-loca-
lisateur W est accessible, la caractérisation de I'asphéricité du corollaire, revient par
transposition a demander que pour tout foncteur F de J vers E, le morphisme ca-
nonique R(liim'] F— Rlim u"F soit un isomorphisme (cf. remarque 3.1.36). C’est
a présent une condition de finalité homotopique.

3.4.8 — Si I est une petite catégorie, un foncteur F' de I vers A est dit W- régulier si
le morphlsme canonique L lim F' — lim F’ (cf. remarque 3.1.27) est un isomorphisme
dans Hoy, A.Si F est W- reguher et si W’ est un A-localisateur contenant W, il résulte
immédiatement de la proposition 3.1.28, appliquée au foncteur identique de A7 que F'
est W/-régulier.

Pour chaque préfaisceau X sur A, on a un foncteur canonique

oy A/X — A | (a,8s:a—=X)r—a
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et un isomorphisme canonique dans A de lim ¢y sur X. On dit que X est W-régulier
si le foncteur ¢ lest (i.e. sile Elorphisme canonique de Llim oy vers limpy ~ X
est un isomorphisme dans Hoy, A).

Exemple 3.4.9 — Soient I une petite catégorie, et F' un foncteur de I vers A. Le
foncteur F' est W-régulier dans les cas suivants :

1. I est lensemble ordonné {1 > 0 < 2}, et la fleche Fy — F; est un monomor-
phisme;

2. I est un ensemble bien ordonné, et pour tous ¢ < i’ dans I, la fleche F; — Fj
est un monomorphisme ;

3. I est une catégorie discrete.

Lorsque W est accessible, il s’agit d’un résultat général dans les catégories de mo-
deles fermées (voir [74, corollaire 5.1.6 et lemme 5.2.6]). Le cas non nécessairement
accessible s’en déduit, en considérant le A-localisateur minimal.

Exemple 3.4.10— Tout préfaisceau représentable sur A est W-régulier. Cela résulte
aussitot du fait que pour tout objet a de A, la catégorie A/a admet le couple (a,1,)
pour objet final, et donc en vertu du lemme 3.4.2, le foncteur Lliinm . n’est autre que
le foncteur d’évaluation en (a, 1,), et on a donc l'identification Llime, = a.

Lemme 3.4.11— Soit I une petite catégorie. Pour qu’un A-localisateur W soit stable
par limites inductives de type I, il faut et il suffit que tout foncteur F : I —= A soit
W-réqulier.

Démonstration. — En vertu de la remarque 3.1.27, la condition est nécessaire par
construction du morphisme L @)I — li_m)l. Montrons que la condition est suffisante.
Soient F, F’ : | —= A deux foncteurs, et a : F' — F’ un morphisme de foncteurs.
On a un carré commutatif dans Hoyy A

LlimF o limF

Llimal \Llima
—_— —_—

Lhin>F’—>hin>F’ )

dont les fleches horizontales sont les morphismes canoniques. Si a est une W-équiva-
lence argument par argument, L lim v est un isomorphisme, et si les foncteurs F' et F
sont W-réguliers, les deux fleches horizontales sont des isomorphismes. On en déduit
qu’alors lim v est un isomorphisme dans Hoyy g, ce qui prouve ’assertion en vertu
du corollaire 1.4.7. O

Proposition 3.4.12 — Soient I une petite catégorie, et W C W' une inclusion de A-
localisateurs. Si W est stable par limites inductives de type I, alors il en est de méme
pour W',
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Démonstration. — La proposition résulte aussitot du lemme précédent, et du fait que
si un foncteur F : I — A est W-régulier, alors il est aussi W/-régulier (cf. 3.4.8). O

Définition 3.4.13 — Un A-localisateur W est régulier si tout préfaisceau sur A est
W-régulier.

Remarque 3.4.14— 1l résulte immédiatement de la proposition 3.1.28, appliquée au
foncteur identique de g, que tout A-localisateur contenant un A-localisateur régulier
est lui-méme régulier.

Etant donnée une partie S de F1 A\, on peut définir le A-localisateur régulier en-
gendré par S comme suit. Pour chaque préfaisceau X sur A, on choisit une résolution
cofibrante @Q y de ¢y dans la catégorie Hom(A/X, E) au sens de la structure de ca-
tégorie de modeles fermée du corollaire 1.4.24 associée au A-localisateur minimal. On
a donc en particulier une équivalence faible argument par argument (que l'on peut
supposer étre une fibration triviale argument par argument) @y —> ¢y, d’olt un
morphisme de préfaisceaux

uy limQy — limpy ~ X .
Or lim @ est un modele de Llimpy, et uy un modele de la fleche canonique, et
ce pour tout A-localisateur (cf. remarque 3.1.27). Dire qu'un A-localisateur est régu-
lier revient donc par forte saturation a affirmer qu’il contient toutes les fleches u
pour tout préfaisceau X sur A, ce critere ne dépendant pas des choix des résolutions
cofibrantes ci-dessus. On peut ainsi définir le A-localisateur régulier engendré par S
comme le A-localisateur engendré par S et par toutes les fleches u .

Si W est un A-localisateur, sa complétion réguliére, notée W, est le A-localisateur
régulier engendré par W. On remarque qu'un A-localisateur est régulier si et seulement
§’il contient le A-localisateur régulier minimal (i.e. la complétion réguliere du A-
localisateur minimal).

On verra a la fin de ce paragraphe des exemples de A-localisateurs qui ne sont pas
réguliers.

Lemme 3.4.15— Soient A wune petite catégorie, X un préfaisceau sur A, F =
(Y,Y — X) un objet de A/X ~ 1?/7(, et W un A-localisateur. On note W/X le
A/ X -localisateur des W-équivalences au-dessus de X. Pour que le préfaisceau F sur
A/X soit W/ X -régulier, il faut et il suffit que le préfaisceau Y sur A soit W-régulier.

Démonstration. — On désigne par U : E/X —> A le foncteur d’oubli. On a
par définition W/X = U W, ce qui implique, en vertu des corollaires 1.4.7
et 1.4.8, que le foncteur induit U : Hoy,x E/X — HOWA\ est conserva-
tif. Par ailleurs, on a lidentification Uy, = ¢y, et vu que le foncteur U
A /X — A commute aux petites limites inductives et respecte les monomorphismes,
il résulte de la proposition 3.1.28 qu’on a un isomorphisme canonique

Llim ¢y = Llim Upp ~ ULlim g .
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On en déduit que I'image par U de la fleche Llim ¢ — F'de Hoyy, x E/X s’identifie

a la fleche Llim ¢y — Y de Hoy E, ce qui démontre le lemme. O

Proposition 3.4.16 — Soient A une petite catégorie et W un A-localisateur régulier.
Pour tout préfaisceau X sur A, le A/X-localisateur W/X des W-équivalences au-
dessus de X est régulier.

Démonstration. — La proposition est conséquence directe du lemme précédent. [l

3.4.17 — On considére a nouveau une petite catégorie A et un A-localisateur W.
Un foncteur F' d’une petite catégorie I vers A est W-parfait s’il est W-régulier et
si les fibres du foncteur canonique (cf. 3.3.14)

(3.4.17.1) [A/F — A/li_m}IF
sont W-asphériques.

Remarque 3.4.18— Les foncteurs de la forme 3.4.17.1 sont des fibrations (cf. propo-
sition 3.3.15). Par conséquent, pour que leurs fibres soient W-asphériques il faut et il
suffit que ceux-ci soient W-coasphériques (cf. remarque 3.3.12). On en déduit le

Lemme 3.4.19— Les trois types de foncteurs W-réguliers décrits au numéro 3.4.9
sont W-parfaits.

Démonstration. — L’assertion résulte de la remarque ci-dessus et de [96, proposi-
tions 2.3.10 et 2.3.14]. O

Proposition 3.4.20 — Les préfaisceaux W-réguliers sont stables par petites limites in-
ductives W-parfaites. Autrement dit, si F' est un foncteur W-parfait d’une petite caté-
gorie I a valeurs dans A tel que pour tout objet i de I, le préfaisceau F; soit W-régulier,
alors im F' est W-régulier.

Démonstration. — Commengons par une remarque triviale. Soit X un préfaisceau
sur A, et soit my : A/X — A le foncteur canonique. Si on désigne par h: A — A
le plongement de Yoneda, alors en reprenant les notations du paragraphe 3.1.2, on
a l'identification ¢y = 7% (h). On note I’ = lim F' la limite inductive de F. Pour
alléger les notations, on pose m = 7/, et m; = mp. pour i € ObI. On note enfin £ le
foncteur canonique de [A/F vers A/F’, p la projection de [A/F sur A, et g celle de
JA/F sur I. On a le triangle commutatif de catégories suivant.

[AJF —E > AJF

NS

On en déduit le morphisme canonique suivant dans Hoy A.

(3.4.20.1) Llimp*h = Llimk*7"h — Llim7*h = Llim ¢ 5/
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Or le foncteur k est W-coasphérique par hypotheése (voir la remarque 3.4.18), ce qui
implique en vertu du corollaire 3.4.6 que la fleche 3.4.20.1 est un isomorphisme. On a
d’autre part un morphisme de foncteurs p*h — ¢*F' défini par les fleches

p*(h)(i,a,a — Fi) = a —= F; = ¢"(F)(i,a,a — F;) ,

ol (a,i,a — F}) parcourt I'ensemble des objets de [A/F (i.e. i € ObI, a € Ob A,
et a — F; est une section de F; au-dessus de a). On en déduit par adjonction un

morphisme

(3.4.20.2) Lgp*h — F

dans Hoy, E(I ). En lui appliquant le foncteur Lligm)} on en déduit un morphisme
canonique

(3.4.20.3) Llimp*h ~ Llim Lgyp*h — Llim F

D’autre part, comme on a supposé F' W-régulier (puisque W-parfait), on a un isomor-
phisme canonique dans Hoyy, A :

(3.4.20.4) Llim F — F.
Les fleches 3.4.20.1, 3.4.20.3 et 3.4.20.4 s’inserent dans le carré commutatif

Llimp*h —~ Llim7*h

L]

LEF;)-F/ ;

la fleche Llim 7*h = Llim ¢ — F étant le morphisme canonique. Vu que 3.4.20.1
et 3.4.20.4 sont des isomorphismes, il suffit donc pour montrer la proposition de véri-
fier que 3.4.20.3, ou encore 3.4.20.2, en est un (et on n’utilisera pour cela que le fait
que pour tout objet i de I, le préfaisceau F; est W-régulier). En vertu de la proposi-
tion 3.1.30, on peut se contenter de montrer que pour tout objet ¢ de I, ’évaluation
en ¢ du morphisme 3.4.20.2 (i.e. son image par le foncteur i*)

(3.4.20.5) i*Lqp*h — i*F = F,

est un isomorphisme dans Hoyy A. Or il résulte de I'assertion 2 de la proposition 3.1.35
qu’on a un isomorphisme canonique

et comme l'inclusion pleine ¢; de A/F; dans ([A/F)/i admet un adjoint & gauche
(3.3.12), elle est coasphérique (par les sorites 6 et 7 de 3.3.8), ce qui implique en vertu
du corollaire 3.4.6 que la fleche canonique

Llim ¢;¢(q,i)"p"h —= Llim{(q,i)"p*h
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est un isomorphisme. Comme m; = p&(q,i)¢;, on a I'égalité (1&(q,i)*p* = 7}, et on

7
obtient donc un isomorphisme canonique
. * - x *
Llim7w;h — ¢"Lgp*h .
Puisque 'on a supposé F; W-régulier, on a aussi un isomorphisme
o wgxoas .
Llim7;h = Llimpp — F; .

On remarque enfin que le triangle suivant commute

Llim7ih — > i*Lg,p*h

d’ou on déduit que 3.4.20.5 est bien un isomorphisme, ce qui achéve ainsi la démons-

)

tration. O
Proposition 3.4.21 — Les préfaisceaux W-réguliers sont stables par rétractes.

Démonstration. — La construction des morphismes Llim ¢y —= X est fonctorielle
en X, et par conséquent, I’assertion résulte du fait que les isomorphismes sont stables
par rétractes. O

Proposition 3.4.22 — Les préfaisceaur W-réguliers forment une classe saturée par
monomorphismes.

Démonstration. — Cela résulte aussitot du lemme 3.4.19 et des propositions 3.4.20
et 3.4.21. O

Théoreme 3.4.23— Pour qu’un A-localisateur W soit régulier, il faut et il suffit que
A admette un modéle cellulaire dont toutes les sources et les buts sont W-réguliers.

Démonstration. — Cela résulte de la proposition précédente et du lemme 1.2.30. O

Corollaire 3.4.24 — La complétion réguliere dun A-localisateur accessible est
accesstble.

Démonstration. — En vertu de la remarque 3.4.14, le corollaire est conséquence di-
recte du théoreme ci-dessus. O

Proposition 3.4.25 — Tout A-localisateur est régulier.

Démonstration. — Tout préfaisceau représentable étant régulier (3.4.10), c’est une
conséquence immédiate des propositions 2.1.12 et 3.4.22. O

3.4.26 — On considere a présent, et cela jusqu’au numéro 3.4.33, une petite catégorie
A et un A x A-localisateur W tel que pour tout préfaisceau simplicial X sur A, la
projection de X x A; sur X soit une W-équivalence.
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Lemme 3.4.27 — Soit X un préfaisceau sur A (vu comme un préfaisceau simplicial
sur A par Uinclusion canonique A— A/X\A) On note encore par abus ¢y le fonc-
teur de A/X dans AxA défini par ¢y (a,a —= X) = a. Les assertions suivantes
sont équivalentes.

(i) Le préfaisceau X est W-régulier.

(ii) Pour tout ensemble simplicial K, le préfaisceau simplicial X x K est W-
régulier.

(iii) La fleche canonique Llimey — X est un isomorphisme dans Hoy AXA.

Démonstration. — Considérons un entier n > 0. La catégorie (A x A)/(X x A,)
s'identifie & la catégorie produit A/X x A/A,, et le foncteur ¢, 5 correspond par
cette identification au foncteur produit py X ¢ 5 , i.e. &

((a,a — X), (A, Ay, —= Ap)) —=a x A, .
Désignons par p la projection de A/X x A/A,, sur A/X. Comme A/A, admet un
objet final, c’est une catégorie W-asphérique, et donc le foncteur p est W-coasphérique

(en vertu de 3.3.12, puisqu’il est une fibration a fibres W-asphériques). On a donc par
le corollaire 3.4.6 un isomorphisme canonique

Llimp*px — Llim oy .
D’autre part, les projections a x A, —= a sont des W-équivalences (2.3.7) et par
suite induisent un isomorphisme

PXxA, T Prox
dans Hoy, A/Q(A/X x A/A,,), d’olt un isomorphisme
Llimpy, 4, — Llimppx .
Enfin, il est facile de vérifier qu’on a un carré commutatif dans Hoyy AxA

Llimepy, p, —= X x A,

| |

L@)@X —> X )

dont la fleche verticale de gauche est le composé des deux isomorphismes ci-dessus,
celle de droite est la premiere projection, et dont les fleches horizontales sonts les
morphismes canoniques. Vu que la projection X x A,, — X est une W-équivalence
(2.3.7), ces considérations montrent que la condition (i) équivaut a la W-régularité
du préfaisceau simplicial X x A, (ou l'entier n > 0 est arbitraire). En particulier,
le cas n = 0 montre 'équivalence des conditions (i) et (éii). Comme il est trivial
que (ii) implique (7), il reste & vérifier que (éii) implique (i). Or il résulte de la
proposition 3.4.22 et de la remarque 1.1.13 que la classe des ensembles simpliciaux K
tels que X x K soit W-régulier est saturée par monomorphismes. Comme en vertu
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de ce qui précede, (ii7) implique que cette classe contient les simplexes standard, cela
résulte de la proposition 2.1.12. O

Lemme 3.4.28— Pour que W soit régulier, il faut et il suffit que A admette un mo-
dele cellulaire dont les sources et les buts soient W-réguliers en tant que préfaisceaux

simpliciauz.
Démonstration. — L’assertion résulte aussitot du lemme précédent, et des proposi-
tions 2.3.4 et 3.4.22. O

3.4.29 — Soient X et Y deux préfaisceaux simpliciaux sur A. On note Hom(X,Y")
I’ensemble simplicial

An — Homm(X X An,Y)

qui représente le foncteur

AP — Ens K +— Hom — (X x K,Y)

)

On définit ainsi un foncteur

—

Hom:A Aop XxAXA—A

On suppose dans la suite que le A x A-localisateur W est accessible.

Lemme 3.4.30— Pour tout préfaisceau simplicial Y sur A, le foncteur
Hom(.,Y): AxA” A

commute auz petites limites projectives (i.e. envoie les petites limites inductives de
A X A sur des limites projectives de A). Si en outre Y est W-fibrant, alors ce fonc-
teur respecte les fibrations et les fibrations triviales (i.e. transforme les cofibrations

(resp. les W-cofibrations triviales) de A x A en fibrations de Kan (resp. en fibrations
triviales) de A). En particulier, il envoie les W-équivalences sur des oco-équivalences.

Démonstration. — La premiére assertion est évidente. La troisieme est conséquence
de la deuxiéme en vertu du lemme de Ken Brown [74, lemme 1.1.12], puisque tous les
objets de (M)OP sont fibrants. Pour montrer la deuxiéme assertion, un argument
standard d’adjonction implique qu’il suffit de vérifier que pour toute W-cofibration
triviale (resp. toute cofibration) X — Y dans m, et pour toute inclusion (resp.

oo-cofibration triviale) d’ensembles simpliciaux K — L, la fleche

XXLUY XK —YXxL
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est une W-cofibration triviale. En considérant le diagramme commutatif

XXK——Y xK

| |

XXL——XxLUY xK

dont le carré interne est cocartésien, cette vérification se rameéne a montrer que si

X —Y (resp. K — L) est une W-cofibration triviale de AxA (

fibration triviale de ﬁ), et Z (resp. T') un ensemble (resp. préfaisceau) simplicial, alors
XXxZ—Y xZ (resp. T x K — T x L) est une W-cofibration triviale. Or cela
résulte du corollaire 2.3.7, ce qui acheve la démonstration. o

resp. une oo-co-

Lemme 3.4.31— Soient X etY deuz préfaisceaux simpliciauzr sur A. Si'Y est W-fib-
rant, alors 'application canonique

mo Hom(X,Y) — HomHoW =X, Y)

est bijective.

Démonstration. — En vertu du lemme précédent, Y étant supposé W-fibrant,
Hom(X,Y) est un complexe de Kan. On en déduit que ’ensemble 7o Hom(X,Y") est
formé des classes d’équivalences de Aj-homotopie de morphismes de X vers Y dans
AxA. Or X est cofibrant, Y est fibrant, et le diagramme

XIIX —XxA — X

est un cylindre de X au sens de la structure de catégorie de modeles fermée associée
a W, ce qui implique ’assertion. O

3.4.32 — Soit I une petite catégorie. Conformement au corollai/reiéll.%l (resp. 1.%22),
on considere la structure de catégorie de modeles fermée sur A x A (resp. sur A’™)
dont les équivalences faibles sont les W-équivalences argument par argument (resp. les
oo-équivalences argument par argument), et dont les fibrations sont les W-fibrations
argument par argument (resp. et dont les cofibrations sont les monomorphismes). Il
résulte du lemme 3.4.30 que pour tout préfaisceau simplicial W-fibrant Y sur A, le

foncteur
__——__J op _—— 0 op -~ rop
Hom(.,Y): (AxA) =(AxA")" Al

est un foncteur de Quillen a droite. Ce dernier admet donc un foncteur dérivé a droite

RHom(.,Y): (How A x A(I))” — Hoy,_ A(I?).
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Lemme 3.4.33— Soient Y un préfaisceau simplicial W-fibrant, et F' un foncteur dé-
fini sur une petite catégorie I a valeurs dans A x A. La fleche canonique

RHom(Llim F)Y) — Rlim RHom(F,Y)
—I ——Jop
est un isomorphisme dans Hoy, _ A.

Démonstration. — Cela résulte du lemme 3.4.30 et de la version duale de la proposi-
tion 3.1.22. O

Proposition 3.4.34 — Soit A une petite catégorie. Le A x A-localisateur WA des oo-
équivalences argument par argument est le A X A-localisateur régulier engendré par
la classe des projections de la forme X x Ay — X, pour X préfaisceau simplicial
sur A. Autrement dit, pour qu’un A X A-localisateur W contenant les projections
X x Ay —= X pour tout préfaisceau simplicial X sur A soit régulier, il faut et il

suffit que toutes les co-équivalences argument par argument soient des W-équivalences
(ie. que WL" C W).

Démonstration. — On désigne par W le plus petit A x A-localisateur régulier conte-
nant les projections de la forme X x A; — X pour tout préfaisceau simplicial X
sur A. Il résulte des corollaires 1.4.19 et 3.4.24 que W est accessible. Pour montrer
I’égalité W = Wfoop, on procede en plusieurs étapes.

3.4.34.1 — Le préfaisceau final e = ex SUr A x A est WA -régulier.
Soit Y un préfaisceau simplicial Wfoop—ﬁbrant sur A. On a alors des isomorphismes

canoniques dans Ho,, A :

R Hom(e,Y) ~ Hom(e,Y) >~ limY ~ RlimY .
Aop Aop
Or pour tout objet a de A, on a aussi les identifications

Y, ~ Hom(a,Y) ~ RHom(a,Y) ,
d’oli on déduit grace au lemme 3.4.33 des isomorphismes :
Rlim Y ~Rlim RHom(a,Y) ~ RHom(Llim a,Y).
<«——Aop ——agcA°p —a€cA
Autrement dit, on a un isomorphisme canonique
RHom(e,Y) ~ RHom(Llim  a,Y).
—acA

On peut alors appliquer le foncteur 7y & ce dernier, et le lemme 3.4.31 permet d’affir-
mer par le lemme de Yoneda que la fleche canonique

Llim a—e
—acA

est un isomorphisme. Cela prouve ’assertion en vertu du lemme 3.4.27.

3.4.34.2 — Tout préfaisceau sur A (vu comme un préfaisceau simplicial sur A) est
WA _régulier.
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Soit X un préfaisceau d’ensembles sur A. On désigne par
U:AJX x A~ (AxA)/X — Ax A
le foncteur d’oubli. Pour tout préfaisceau simplicial Y sur A/ X, et pour tout objet a
de A, on a une identification canonique

(UYy)(a)= O XY(a, s) .

s:a —>

Une somme de morphismes d’ensembles simpliciaux étant une oo-équivalence si et
seulement si chacun de ces morphismes ’est, on en déduit que le A/X x A-localisateur
WA /X des WA -équivalences au dessus de X n’est autre que le A/X x A-localisateur
ng 1™ des oo-équivalences argument par argument. En remarquant que X, vu
comme préfaisceau simplicial sur A, est 'image par U du préfaisceau final sur A/X x

A, Tassertion résulte de 3.4.34.1 et du lemme 3.4.15.

3.4.34.3 — Les co-€équivalences argument par argument forment un A x A-localisateur
régulier. En particulier, toute W-équivalence est une oo-équivalence argument par
argument.

La premiere assertion résulte immédiatement de 3.4.34.2 et du lemme 3.4.28. La
définition méme de W implique que la seconde est conséquence de la premiere et du
fait que les projections de la forme X x A; — X sont des oo-équivalences argument
par argument.

3.4.34.4 — Toute co-€équivalence argument par argument entre préfaisceaux simpli-
ciauz W-fibrants est une W-équivalence.

Soit Y —= Y’ une oo-équivalence argument par argument entre préfaisceau sim-
pliciaux W-fibrants. Pour tout objet a de A, et tout entier n > 0, on a un carré
commutatif

Hom(a x A,,Y) —— Hom(a x A,,Y”)

| |

Y, Y/ :

dont les fleches verticales sont les images par les foncteurs Hom(.,Y") et Hom(.,Y”)
de la projection de a x A, sur a, et sont donc, en vertu du lemme 3.4.30, des
oo-équivalences. La fleche Y, — Y, étant une oco-équivalence par hypothése, on en dé-
duit que la fleche Hom(a x 4,,,Y) — Hom(a x A,,,Y”) est aussi une co-équivalence.
Soient X un préfaisceau simplicial sur A, et ¢ le foncteur canonique de (A x A)/X
vers A x A. Ce qui précede montre qu’on a un isomorphisme canonique

R Hom(py,Y) —= RHom(py,Y’) .
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On obtient donc grace aux lemmes 3.4.31, 3.4.33 et a l'isomorphisme canonique
Llim py ~ X dans Hoy A x A les bijections suivantes :

H (X,Y) ~ mpRHom(X,Y)

OmHon
~ moR Hom(Llim ¢, Y)
~ moR]im R Hom(ypy,Y)

~ moR Jim R Hom(py,Y")

2

2

R

moR Hom(Llim ¢, Y”)
~ moR Hom(X,Y")

~ /
>~ HomHon(X’Y ) .

On conclut par le lemme de Yoneda et la saturation forte de W.
3.4.34.5 — Toute co-équivalence argument par argument est une W-équivalence.

Soit u : X —= X' une oco-équivalence argument par argument entre préfaisceaux
simpliciaux sur A. On choisit une W-équivalence de but W-fibrant i’ : X' — Y/,
puis on factorise i'u en une W-équivalence ¢ : X — Y suivie d'une W-fibration
v:Y —= Y’ Il résulte de 3.4.34.3 que v est une co-équivalence argument par argu-
ment, et donc, en vertu de 3.4.34.4, v est une W-équivalence, ce qui implique qu’il en
est de méme de u. O

Lemme 3.4.35— Soient A une petite catégorie, W un A-localisateur, et X un préfais-
ceau sur A. Pour que X soit W-régulier, il faut et il suffit que X, vu comme préfaisceau
simplicial constant, soit W 5 -régulier, ou W 5 désigne la complétion simpliciale de W

Démonstration. — Notons pry : Ax A — A la premiere projection, d’ou un foncteur
image inverse pri : A — A x A. En vertu des propositions 2.3.27 et 3.1.28, on a un
carré commutatif (& isomorphisme pres)

*
pry

Hoy A(A/X) —=—> Hoy, A x A(A/X)
Llim lLlim
—A/X —A/X

iI— "~ ~Ho, AxA
Ho,, A o X )

dont les lignes sont des équivalences de catégories. En considérant l'objet px de
Hoy, A(A/X), il résulte alors du lemme 3.4.27 que X est W-régulier si et seulement
si pri X est W,-régulier, ce qui prouve le lemme. o
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Théoréme 3.4.36— Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes.

(a) Le A-localisateur W est régulier.

(b) La complétion simpliciale de W est réguliére.
(¢) La complétion simpliciale de W contient les oco-équivalences argument par

argument.

Démonstration. — L’équivalence des assertions (a) et (b) est conséquence des
lemmes 3.4.28 et 3.4.35. Celle des assertions (b) et (c) résulte de la proposi-
tion 3.4.34. (]

Corollaire 3.4.37 — Soit A une petite catégorie. L’application W +—= W définit une
bijection croissante pour l'inclusion de l’ensemble des A-localisateurs réguliers vers
celui des A x A-localisateurs discrets et réguliers. En particulier, la complétion régu-
liere de la complétion simpliciale d’un A-localisateur W coincide avec la complétion
simpliciale de sa complétion réguliere (ce qui s’écrit encore ((W,) = (W), )), et
s’identifie au A x A-localisateur engendré par la classe formée des W-équivalences
argument par argument et des oo-équivalences argument par argument.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la proposition 2.3.30 et du théo-
reme 3.4.36. U

Dans la suite, on notera simplement W le A x A-localisateur (W, ) = (W) 4, et on
utilisera librement cette égalité sans se référer explicitement au corollaire précédent.

Corollaire 3.4.38 — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur. Si W est
stable par produits finis, il en est de méme de sa complétion réguliére W.

Démonstration. — Supposons que le A-localisateur W soit stable par produits finis.
Le A x A-localisateur W2” des W-équivalences argument par argument est alors aussi
stable par produits finis, et comme il en est de méme du A x A-localisateur Wfoop des
oo-équivalences argument par argument (cf. 2.1.3), il résulte du corollaire précédent et
du corollaire 1.4.19, (b) que la complétion simpliciale W de la complétion réguliere W
de W est stable par produits finis. Si pr; : AxX A — A désigne la premiere projection,
le corollaire résulte donc de I'égalité W = pri ='W (2.3.27), et de la commutativité
du foncteur pri : A— Ax A aux produits. O

Corollaire 3.4.39 — Pour toute petite catégorie A, le A-localisateur régulier minimal
est stable par produits finis.

Démonstration. — Cela résulte du corollaire précédent et du corollaire 1.4.19, (¢). O

Corollaire 3.4.40 — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur. St W est
propre, il en est de méme de sa complétion réqulicre.
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Démonstration. — Si le A-localisateur W est propre, le corollaire 2.3.28 implique que
W, est propre, et il résulte de la proposition 3.4.34 que la complétion régulicre de W o
est le A x A-localisateur engendré par W, et par les oo-équivalences argument par
argument. La preuve s’acheve donc grace au théoreme 2.1.42, a la proposition 1.5.15,
et aux corollaires 1.5.6 et 2.3.28. O

Corollaire 3.4.41 — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur régulier.
Les W-équivalences sont stables par limites inductives filtrantes.

Démonstration. — En vertu de la proposition 2.3.27, il suffit de montrer que la com-
plétion simpliciale de W est stable par petites limites inductives filtrantes, et le théo-
reme 3.4.36 implique que celle-ci contient les co-équivalences argument par argument.
Or la proposition 2.3.20 implique immédiatement que les oco-équivalences argument
par argument sont stables par petites limites inductives filtrantes. Le corollaire résulte
donc de la proposition 3.4.12. O

Lemme 3.4.42— Soit A une petite catégorie. Les A-localisateurs réguliers sont stables
par intersections.

Démonstration. — Cela résulte de la stabilité des A-localisateurs par intersections et
du fait que les A-localisateurs réguliers sont ceux qui contiennent le A-localisateur
régulier minimal (voir la remarque 3.4.14). O

Lemme 3.4.43— Soit u: A — B un foncteur entre petites catégories ; il définit un
foncteur image inverse

On considére un A-localisateur régulier W, et on suppose que W' = (u*)~1(W) est un
B-localisateur (voir la proposition 1.4.20 pour des conditions suffisantes). Alors W'
est régulier. Si en outre W est accessible, il en est de méme de W'.

Démonstration. — L’assertion relative a ’accessibililité résulte aussitot de la propo-
sition 1.4.20. 11 suffit donc de prouver que W’ est régulier. Le foncteur u x 1A induit
un foncteur image inverse :

(ux1a)  BxA—= %A

En vertu de la proposition 2.3.31, la complétion simpliciale de W’ est formée des
fleches dont I'image par (u x 1a)* est dans la complétion simpliciale de W. D’autre
part, le foncteur (u x 1a)* respecte les oo-équivalences argument par argument, et il
résulte du théoreme 3.4.36 (appliqué & W) que la complétion simpliciale de W, donc
aussi celle de W/, contient les oco-équivalences argument par argument. Une nouvelle
application du théoréme 3.4.36 (cette fois & W’) achéve ainsi la démonstration. O

Proposition 3.4.44 — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur régulier.
Pour toute petite catégorie I, le A x I°P-localisateur W! des W-équivalences argument
par argument est régulier.
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Démonstration. — Pour chaque objet ¢ de I, on note W; le A x I°P-localisateur formé
des morphismes dont 1’évaluation en ¢ est une W-équivalence. Le lemme précédent
appliqué au foncteur ¢ : e — I, défini par 'objet ¢, montre que W, est régulier.
Comme W/ est lintersection des W;, lassertion résulte ainsi du lemme 3.4.42. O

Proposition 3.4.45— Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur régulier.
Un foncteur entre petites catégories u : I —= J est une W-équivalence (8.4.1) si et
seulement si pour tout préfaisceau représentable a sur A, le morphisme canonique
Lp;, pi(a) — Lp;, p%(a) est un isomorphisme de Hoy A.

Démonstration. — Cela résulte aussitot du lemme 3.1.33. O

Proposition 3.4.46 — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur régulier.
On considére un morphisme de préfaisceaur X —= Y sur A, et on définit un foncteur

p:A)Y — A | (a,a —=Y)— X xya.

Alors le morphisme canonique Lilim p — X, induit par les projections X xya —= X,

est un isomorphisme dans Hoyy, A.
Démonstration. — On va décomposer la preuve en plusieurs étapes.

3.4.46.1 — Si on suppose en outre que W est stable par produits finis et que Y est le
préfaisceau final e = € alors l'assertion est vérifiée.

Pour le voir, on commence par remarquer que l’assertion est immédiate si I'on
suppose de plus que X est le préfaisceau final : cela revient a affirmer que le préfais-
ceau final est W-régulier. Si on suppose que W est stable par produits finis, alors le
foncteur X’ —= X x X’ commute aux petites limites inductives et respecte les mo-
nomorphismes autant que les W-équivalences. En vertu de la proposition 3.1.28, si h
désigne le plongement de Yoneda de A dans X, on obtient ainsi des isomorphismes

canoniques
Llimp=Llm(X xh) 2~ X xLlimh~X xe=X .
s s —
A A A
3.4.46.2 — L’assertion est vérifiée si on suppose que Y est le préfaisceau final.

Soit W,.., le A-localisateur régulier minimal. En vertu du corollaire 3.4.39, celui-ci
est stable par produits finis, et donc il résulte de 3.4.46.1 que la fleche canonique

Llimp — X
e
A

est un isomorphisme dans Hoy, A. En vertu de la proposition 3.1.28, appliquée a
reg
l'identité de A en regard de I'inclusion W,., C W, cette fleche est aussi un isomor-

phisme dans Hoyy A
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3.4.46.3 — L’assertion est vérifice en général.

Considérons le foncteur d’oubli 7 de A/Y vers A, et W/Y = U~W le A/Y-loca-
lisateur des W-équivalences au-dessus de Y. On peut voir le foncteur p comme 'image
par U du foncteur p/Y de A/Y dans A/Y défini de maniére analogue, mais & partir
du morphisme

(X, X —=Y)— (V,1y) .
On a alors les égalités U(p/Y) = p et U(X,X —Y) = X. Comme U respecte
les monomorphismes et les équivalences faibles tout en commutant aux petites limites

inductives, il résulte de 3.4.46.2, appliqué & p/ Y, et de la proposition 3.1.28, appliquée
a U, qu'on a des isomorphismes canoniques

Llim p = Llim U(p/Y) ~ ULlim p/Y ~ U(X,X —Y) =X,
A)Y A)Y A)Y

ce qui acheve cette démonstration. O

Corollaire 3.4.47 — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur régulier.
On considere un triangle commutatif

X———Y

N

de préfaisceauzr sur A. Si pour tout objet a de A, et toute section a —= S de S au-
dessus de a, le morphisme X Xxga —=Y Xga est une W-équivalence, alors u est une
W-équivalence.

Démonstration. — On note p (resp. p’) le foncteur de A/S vers A qui associe & une
section a —= S le préfaisceau X Xg a (resp. Y Xg a). Les hypotheéses impliquent
qu’on a un isomorphisme p ~ p’ dans Hoyy, /Al(A/ S), d’olt en vertu de la proposition
précédente, des isomorphismes canoniques dans Ho,y A

~ ] ~ ] / ~
X ~Llimp ~ Llimp" ~ Y,
ce qui acheve la démonstration par forte saturation. o

Proposition 3.4.48 — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur propre et
régulier. On considére un carré commutatif

X —X
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de préfaisceaux sur A. Pour que celui-ci soit homotopiquement cartésien au sens de
W, il suffit que pour tout préfaisceau représentable a sur A, et toute section s de 'Y’
au-dessus de a, le carré

a Xy’ X —X

| b

a——>Y

fs
soit homotopiquement cartésien au sens de W.

Démonstration. — On choisit une factorisation de p de la forme p = g7, ou j est une
W-équivalence, et g une W-fibration. Pour tout objet a de A, et toute section de Y’
au-dessus de a, on peut alors former le diagramme suivant (ot Z’ désigne le produit
fibré de Z et de Y’ au-dessus de Y').

axy X' —=X'—=X
jal Lj' lj
axy 4 —— 7 ——7
AR

a Y’ Y

On veut montrer que la fleche 5’ est une équivalence faible (cf. 1.5.17). Or on sait par
hypothese que la fleche j, est une équivalence faible pour tout objet a de A et toute

section de Y’ au-dessus de a, et par conséquent, le corollaire 3.4.47 implique que j’
est une équivalence faible, ce qu’il fallait démontrer. O

Corollaire 3.4.49 — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur propre et
régulier. La notion de W-fibration faible (cf. 2.2.3) est locale dans le sens suivant :
pour qu’un morphisme p : X —=Y de préfaisceaux sur A soit une W-fibration faible,
il faut et il suffit que pour tout préfaisceau représentable a sur A, et toute section s
de Y au-dessus de a, le carré ci-dessous soit W-homotopiquement cartésien.

aXyX—>X

L

@—F=Y
Démonstration. — 11 résulte aussitot de la proposition précédente que la condition
invoquée est équivalente & la condition (a) de la proposition 1.5.18, laquelle implique
donc ce corollaire. O

3.4.50 — Soit G un groupe. Si on voit ce dernier comme une catégorie a un objet,
la catégorie des G-ensembles & droite (i.e. des ensembles munis d’une action de G a
droite) s’identifie & celle des préfaisceaux d’ensembles sur G. Si X et YV sont deux
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G-ensembles, on note Homg(X,Y') Uensemble des morphismes G-équivariants de X
vers Y. Par exemple, si X est un G-ensemble, et si H est un sous-groupe de G,
Homg (H\G, X) s’identifie canoniquement & I'ensemble X des éléments de X inva-
riants sous action de H induite par celle de G (H\G désignant le quotient de G par
H muni de action de G par translations & droite).

On désigne par W, la partie de F1 G % A formée des morphismes de G-ensembles
simpliciaux (& droite) X — Y tels que pour tout sous-groupe H de G, le morphisme
d’ensembles simpliciaux X# —= Y soit une co-équivalence. On appellera les élé-
ments de W/ des oo-équivalences fines. Le but de la fin de ce paragraphe est de
montrer que lorsque G est différent du groupe trivial, alors WZ_ est un G' x A-locali-
sateur propre qui n’est pas régulier.

Lemme 3.4.51— Tout monomorphisme de G-ensembles est une inclusion de la forme
X—X1Y.

C’est immédiat.

Lemme 3.4.52— Les inclusions de la forme & — H\G, H parcourant l’ensemble
des sous-groupes de G, forment un modéle cellulaire de la catégorie des G-ensembles.

Démonstration. — C’est une conséquence directe du lemme précédent et du fait que

tout G-ensemble est somme de G-ensembles de la forme H\G, ot H est un sous-groupe
de G. O

Lemme 3.4.53— Soit H un sous-groupe de G.
(i) Le foncteur X —= X respecte les monomorphismes.
(i1) Si
X —Xx’
Y ——=Y’

est un carré cocartésien de G-ensembles, et si i est un monomorphisme, alors

H
xH _w X,H

YH 7 Y/H
v
est un carré cocartésien d’ensembles.
(iii) Si I est un ensemble bien ordonné, et si X est un foncteur de I & valeurs dans
la catégorie des G-ensembles tel que pour tous i < j dans I, X; —= X; soit un mo-
nomorphisme, alors Uapplication canonique de hil)(XH) vers (hgm}X)H est bijective.
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Démonstration. — Cela résulte facilement du lemme 3.4.51, une fois remarqué que le
foncteur X — X ¥ commute aux petites sommes. O

3.4.54 — En vertu des lemmes 2.3.2 et 3.4.52, ’ensemble I des inclusions
H\G x 04,, — H\G x A,, , H sous-groupede G, n>=0,

forme un modele cellulaire de la catégorie des G-ensembles simpliciaux. On définit
d’autre part une donnée homotopique élémentaire sur G x A en considérant le segment
séparant défini par A;, muni de Daction triviale (cf. exemple 1.3.8). A I'aide de la
remarque 1.3.15, on constate que I’ensemble J formé des inclusions de la forme

H sous-groupe de G,

H\G x (A1 x 04, U{e} x A,)) — H\G x A1 x 4, ,
n=0, =01,

engendre la classe d’extensions anodines définie par cette donnée homotopique (cf. le
numéro 1.3.14). 1l résulte facilement de 2.1.4 que les dites extensions anodines sont
aussi engendrées par ’ensemble des morphismes de la forme

H\G x AF — H\G x A, H sous-groupede G, n>1, 0<k<n.

Proposition 3.4.55— Les co-équivalences fines forment le G x A-localisateur engendré
par les projections de la forme X x Ay — X, pour X G-ensemble simplicial. Ce
G x A-localisateur est propre, et en particulier accessible. En outre, la structure de
catégorie de modéles fermée associée (en vertu du théoréme 1.4.3) est engendrée par
le couple (I,J) défini ci-dessus (ce qui signifie simplement que les fibrations au sens
de W1, sont les morphismes X —=Y de G-ensembles simpliciaux tels que pour tout
sous-groupe H de G, X —= Y s0it une fibration de Kan).

Démonstration. — Montrons que les oo-équivalences fines forment un G x A-loca-
lisateur contenant les projections de la forme X x A; — X. La vérification de
Iaxiome L1 est immédiate, et I'axiome L3 résulte aussitot du lemme précédent.
D’autre part, si on voit A; comme un G-ensemble simplicial muni de I'action triviale,
pour tout G-ensemble simplicial X, la projection X x A; — X est une co-équivalence
fine. En particulier, tout G-ensemble simplicial admet un WZ_-cylindre, et vu qu’il est
aussi immédiat que les co-équivalences fines forment une classe faiblement saturée, le
lemme 1.4.13 prouve 'axiome L2, ce qui démontre bien ’assertion.

Soit W le G x A-localisateur engendré par les projections X x A; — X. En vertu
du corollaire 1.5.7, ce dernier est propre (et donc en particulier accessible). Ce qui
précede montre en outre que toute W-équivalence est une co-équivalence fine. Considé-
rons & présent la donnée homotopique élémentaire définie par le segment séparant Ay,
ainsi que les extensions anodines, et fibrations naives correspondantes (voir 3.4.54). Il
résulte du corollaire 1.4.18 que le A x A-localisateur W est la classe des équivalences
faibles de la structure de catégorie de modeles fermée engendrée par cette donnée
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homotopique. On remarque que pour tout sous-groupe H de G, le foncteur
GxA—>A , X=X, XcObGxA,
admet comme adjoint a gauche le foncteur
A—~GxA , K+—=H\GxK, KeObA,

(K étant muni de l'action triviale). Vu la description des ensembles I et J qui en-
gendrent les cofibrations et les extensions anodines respectivement (3.4.54), un ar-
gument standard d’adjonction montre que les fibrations naives (resp. triviales) sont
les morphismes X — Y de G-ensembles simpliciaux tels que pour tout sous-groupe
H de G, X — Y s0it une fibration de Kan (resp. une fibration triviale). On en
déduit que toute fibration naive qui est aussi une co-équivalence fine est une fibra-
tion triviale (puisqu’en vertu du théoreéme 2.1.42, toute fibration de Kan qui est une
oo-équivalence est une fibration triviale d’ensembles simpliciaux). Il résulte donc de
la proposition 1.3.47 que la donnée homotopique considérée ci-dessus est complete.
En outre, cela implique que toute co-équivalence fine est une W-équivalence. En ef-
fet, soit u une co-équivalence fine; elle se décompose en une W cofibration triviale 1,
suivie d’'une W-fibration p. Comme W C WZ_, p est une oo-équivalence fine, donc une
fibration triviale, ce qui achéve la démonstration. O

Lemme 3.4.56— Si G n’est pas le groupe trivial, il existe un G-ensemble simplicial
X dont Uensemble simplicial sous-jacent est contractile, et tel que X = @.

Démonstration. — Si'Y est un ensemble, on lui associe un groupoide EY dont les
objets sont les éléments de Y, et dont les fleches sont les couples (y,x) (z étant la
source, et y le but). La composition est définie par (z,y)o(y, z) = (z,z). Il est clair que
lorsque Y n’est pas vide, le nerf de £Y est un ensemble simplicial contractile : EY est
une catégorie équivalente a la catégorie ponctuelle. D’autre part, cette construction
étant fonctorielle, si Y est muni d’une action de G, alors le nerf de E'Y est canonique-
ment muni d’une structure de G-ensemble simplicial. Soit X le G-ensemble simplicial
obtenu comme le nerf de EG, en considérant ’ensemble G muni de I’action par trans-
lations a droite. Il est alors immédiat que si G n’est pas trivial, 'action de G sur X
n’admet aucun point fixe parmi les O-simplexes de X. O

Proposition 3.4.57 — Le G x A-localisateur des co-équivalences fines n’est pas régulier
st G n’est pas le groupe trivial.

Démonstration. — Les oo-équivalences argument par argument de G x A sont les
morphismes de G-ensembles simpliciaux qui sont des oo-équivalences d’ensembles
simpliciaux apres oubli de 'action de G (car le foncteur d’oubli de 'action de G est le
foncteur d’évaluation en 1'unique objet de G vu comme une catégorie). Or si G n’est
pas trivial, le lemme précédent montre qu’il existe un G-ensemble X tel que la fleche
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de X vers le G-ensemble final soit une co-équivalence argument par argument, mais
pas une oo-équivalence fine. Autrement dit, on a une inclusion stricte WL, ¢ W™,
ce qui permet de conclure en vertu de la proposition 3.4.34. o
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CHAPITRE 4

CORRESPONDANCES FONDAMENTALES

4.1. Catégories test locales

Dans cette section, on suppose qu’un localisateur fondamental W est fixé (cf. défi-
nition 3.3.2).

4.1.1 — On désigne par Hot,, la localisation de la catégorie Cat par la classe des
W-équivalences.

4.1.2 — Soit A une petite catégorie. D’apres 3.2.1 et 3.2.13, on dispose d’un foncteur
i A—Cat , X+=A/X

qui commute aux limites inductives et aux produits fibrés. Il admet pour adjoint a
droite le foncteur

i Cat — A C +— (a +—> Homgy(A/a,C)) .

Soit A; la catégorie associée a I’ensemble ordonné {0 < 1}. On vérifie facilement
(voir [96, 1.5.5]) que le préfaisceau % (A1) n'est autre que 'objet de Lawvere L de
A (cf. 1.3.9). La section de L correspondant & 'identité (resp. au sous-objet vide) du
préfaisceau final sur A est I'image par le foncteur % de linclusion de {0} (resp. de
{1}) dans A;.

Soit X un préfaisceau sur A. Le foncteur
iayx P A/ X A/X — Cat
s’'identifie canoniquement au foncteur composé du foncteur d’oubli de E/ X vers A
avec le foncteur i,. Autrement dit, si X’ — X est un morphisme de préfaisceaux
sur A, on a
iA/X(X’,X’ — X)=i,(X)=A/X".
On en déduit que le foncteur % /X correspond au foncteur

Cat — A/X | CrH—= X xi4(C).
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Définition 4.1.3 — Soit A une petite catégorie. Un morphisme de préfaisceaux sur A
est une W-équivalence, ou plus simplement, une équivalence faible, si son image par
le foncteur i, est une W-équivalence. On désigne par Wy = i,' (W) la classe des
W-équivalences de préfaisceaux sur A. Un morphisme u : X — Y de préfaisceaux
sur A est une W-équivalence locale, ou plus simplement une équivalence faible lo-
cale, si pour tout préfaisceau représentable a sur A, le morphisme a X X —a x Y
est une W-équivalence. Un préfaisceau X sur A est W-asphérique, ou plus simple-
ment, asphérique, si la catégorie A/ X est W-asphérique. Un préfaisceau X sur A est
localement W-asphérique, ou plus simplement, localement asphérique, si pour tout
préfaisceau représentable a sur A, la catégorie A/(a x X) est ‘W-asphérique.

4.1.4 — Si A est une petite catégorie, on note }[W/Al la localisation de la catégorie

A par la classe W3 des W-équivalences de préfaisceaux sur A.

Remarque 4.1.5— Considérons un triangle commutatif de préfaisceaux sur A de la
X—r -V
N
Z
Il induit donc un triangle commutatif de catégories de la forme suivante.

A/X A A)Y
N
A)Z

En outre, on a les identifications

A/X =A/Z(X,p) et AJY =A/Z(Y,q) .

forme ci-dessous.

On en déduit que u est une W-équivalence en tant que morphisme de préfaisceaux sur
A si et seulement si u est une W-équivalence en tant que morphisme de préfaisceaux
sur A/Z (i.e. en tant que morphisme de préfaisceaux sur A au-dessus de Z). Soit a
un préfaisceau représentable sur A, et s : a —= Z une section de Z au-dessus de a. Le
couple (a, s) peut aussi étre considéré comme un objet de la catégorie A/Z. Comme
le foncteur i, commute aux produits fibrés, on obtient les identifications suivantes.

(A/X)/(a,8) =Af(axzX) et (A/Y)/(a,8)=A/(axzY).

Par conséquent, dire que le foncteur A/u est une équivalence faible localement au-
dessus de A/Z revient a dire que pour tout objet a de A, et toute section s de Z
au-dessus de a, le morphisme de préfaisceaux

axXxz X —axzY
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est une équivalence faible. En particulier, une telle condition implique que le mor-
phisme u est une équivalence faible de préfaisceaux sur A. On déduit aussitot de ces
considérations que toute équivalence faible locale est une équivalence faible.

Remarque 4.1.6— Soit © : X — Y un morphisme de préfaisceaux sur A. On s’aper-
coit facilement que u est une équivalence faible locale si et seulement si pour tout
préfaisceau Z sur A, le morphisme 1z X u : Z x X —= Z x Y est une équivalence
faible. En effet, dire que u est une équivalence faible locale équivaut a dire que le
foncteur A/u est une équivalence faible localement au-dessus de A. D’apres les calculs
effectués dans la remarque précédente, cela revient encore a affirmer que pour tout
préfaisceau représentable a, le morphisme 1, X u : a x X — a XY est une équivalence
faible. On en déduit que pour tout préfaisceau Z sur A, le morphisme 1z X u est une
équivalence faible locale de préfaisceaux sur A/Z. En particulier, 1z X u est donc une
équivalence faible.

Remarque 4.1.7— Lorsque A est asphérique, un préfaisceau X sur A est asphérique
si et seulement si le morphisme de X vers I’objet final de A est une équivalence faible.
Or pour tout objet a de A, la catégorie A/a est asphérique (puisqu’elle admet un
objet final). On en déduit qu'un préfaisceau X sur A est localement asphérique si et
seulement si pour tout préfaisceau représentable a sur A, la projection

ax X —a

est une équivalence faible. Autrement dit, un préfaisceau X sur A est localement
asphérique si et seulement si le morphisme de X vers le préfaisceau final sur A est
une équivalence faible locale. D’apres la remarque 4.1.6, on peut donc encore donner
la caractérisation suivante : un préfaisceau X sur A est localement asphérique si et
seulement si pour tout préfaisceau Y sur A, la projection

XxY —Y

est une équivalence faible.

Définition 4.1.8(Grothendieck). — Une petite catégorie A est une W-catégorie test
faible, ou plus simplement, une catégorie test faible, si pour toute petite catégorie C
admettant un objet final, le préfaisceau i%(C') est W-asphérique.

Remarque 4.1.9— La définition que nous avons adoptée pour cette notion n’est pas
celle donnée dans [96, 1.3.7]. Elle est cependant équivalente & cette derniére en regard
du résultat élémentaire suivant.

Proposition 4.1.10 — Soit A une petite catégorie. Les conditions suivantes sont équi-
valentes.

(i) A est une catégorie test faible ;
(ii) la catégorie A est asphérique, et on a i%y (W) C W5 ;
(iii) la catégorie A est asphérique, et W = (%)~ (W5) ;
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(iv) pour toute petite catégorie C, le morphisme de co-unité i ,i%(C) —= C est
une équivalence faible ;

(v) pour toute petite catégorie C, le morphisme de co-unité i,i%(C) —= C est
asphérique ;

(vi) pour toute petite catégorie asphérique C, le préfaisceau i%(C') est asphérique.

Démonstration. — Voir [96, proposition 1.3.9]. O

Remarque 4.1.11— Si A est une catégorie test faible, on montre facilement le fait
suivant (voir [96, paragraphe 1.3.7, lemme 1.3.8 et proposition 1.3.9]). Les foncteurs
i, et 1% respectent tous deux les équivalences faibles, ce qui implique qu’ils induisent
respectivement des foncteurs

Pour tout préfaisceau X sur A, le morphisme d’unité X —s i%i 4(X) est une équiva-
lence faible. En utilisant la condition (iv) ci-dessus, on obtient de plus que les foncteurs
74 et 7% sont des équivalences de catégories quasi-inverses I'une de l'autre.

Définition 4.1.12(Grothendieck). — Une petite catégorie A est une W -catégorie test
locale, ou plus simplement, une catégorie test locale, si pour tout objet a de A, la
catégorie A/a est une W-catégorie test faible. Une petite catégorie A est une W-ca-
tégorie test, ou plus simplement, une catégorie test, si elle est a la fois une W-catégorie
test faible et une W-catégorie test locale.

Remarque 4.1.13— On vérifie facilement qu’une petite catégorie A est une catégorie
test si et seulement si A est une catégorie test locale et si A est asphérique (voir
[96, remarque 1.5.4]). Par exemple, si A est une petite catégorie admettant un objet
final, alors A est une catégorie test locale si et seulement si A est une catégorie test.
En particulier, on obtient la caractérisation suivante : une petite catégorie A est une
catégorie test locale si et seulement si pour tout objet a de A, la catégorie A/a est
une catégorie test.

En conclusion de cette remarque, pour caractériser les catégories test, il suffit de
savoir caractériser les catégories test locales. On obtient un premier critere comme
suit.

Proposition 4.1.14 — Soit A une petite catégorie. Les conditions suivantes sont équi-
valentes.

(i) La catégorie A est une catégorie test locale.

(i) Pour toute petite catégorie C admettant un objet final, le préfaisceau i%(C) est
localement asphérique.

(iii) Pour toute petite catégorie asphérique C, le préfaisceau % (C) est localement
asphérique.
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(iv) Le foncteur i* envoie les équivalences faibles de Cat sur des équivalences
faibles locales de A.

(v) Pour tout préfaisceau X sur A, la catégorie A/ X est une catégorie test locale.
Démonstration. — Voir [96, proposition 1.5.3 et remarque 1.5.4, b)]. O

4.1.15 — On dit qu'un foncteur entre petites catégories j : U — X est une immer-
sion ouverte 8'il est pleinement fideéle, injectif sur les objets, et si j(U) est un crible de
X. Cette derniere condition revient a dire que pour tout objet  de X, et tout objet
u de U, ¢l existe un fleche de = vers j(u) dans X, alors il existe un objet v de U tel
que = j(v) (un tel v est bien entendu nécessairement unique en vertu de l'injectivité
de j). Dualement, on dit qu'un foncteur entre petites catégories i : Z —= X est une
immersion fermée si le foncteur i°? : Z°P — X °P est une immersion ouverte (ce qui
revient a dire que i est pleinement fidele, injectif sur les objets, et identifie Z & un
cocrible de X).

Par exemple, si A est une petite catégorie, et si X est un sous-objet de 1’'objet final
de ﬁ, alors le foncteur canonique de A/X vers A est une immersion ouverte. Toutes
les immersions ouvertes sont obtenues de cette maniére (& isomorphisme de catégories
pres).

Soit j : U —= X une immersion ouverte. On désigne par Z la sous-catégorie pleine
de X formée des objets z de X qui ne sont pas de la forme j(u) pour u dans U. Alors
le foncteur d’inclusion ¢ : Z — X est une immersion fermée. On dit alors que Z est le
cocrible complémentaire a U dans X, et que 7 est I'immersion fermée complémentaire
de j. Le résultat ci-dessous est alors immédiat.

Lemme 4.1.16 — Soient X une catégorie, j : U —= X une immersion ouverte, et F'
le cocrible complémentaire a U. Alors pour toute catégorie A admettant un objet final
ey, et tout foncteur u : U — A, il existe un unique foncteur x : X — A, tel que
xoj=u, et dont la restriction ¢ F soit le foncteur constant de valeur e 4. O

Lemme 4.1.17— Soient A une petite catégorie, et i : A — Cat un foncteur. On sup-
pose que le foncteur i, : A—> Cat, unique prolongement de i commutant aux petites
limites inductives, envoie les monomorphismes de A sur des immersions ouvertes.
Alors Uadjoint a droite de i, i* : Cat —= A, C > (a+— Homgy(i(a),C), envoie les
petites catégories admettant un objet final sur des objets injectifs de A.

Démonstration. — Le lemme 4.1.16 implique que si C' est une petite catégorie ad-
mettant un objet final, le foncteur canonique p : C' — e, ou e désigne la catégorie
ponctuelle, vérifie la propriété de relevement a droite relativement aux immersions
ouvertes, ce qui permet de conclure par un argument standard d’adjonction. O

Proposition 4.1.18 — Soit A une petite catégorie, et W une classe faiblement saturée
(cf. 1.4.12) de morphismes de préfaisceaux sur A. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes.
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(i) Pour toute petite catégorie C admettant un objet final, et pour tout préfaisceau
X sur A, la projection du produit X x i%(C) sur X est dans W.

(ii) Tout morphisme de préfaisceaux sur A vérifiant la propriété de relévement d
droite relativement a la classe des monomorphismes de A est dans W.

Démonstration. — Le fait que (i) implique (i) résulte aussitot du lemme 4.1.17.
L’autre implication est quant a elle conséquence du lemme 1.4.13 et des faits suivants :
l'objet de Lawvere de A s’identifie au préfaisceau i% (A1) (voir 4.1.2), et la catégorie
Ay admet un objet final. O

Théoréme 4.1.19— Soit A une petite catégorie. Les conditions suivantes sont équi-
valentes.

(i) La catégorie A est une catégorie test locale.

(ii) L’objet de Lawvere de A est un préfaiscean localement asphérique.

(iii) I existe un segment séparant T = (I,9o,01) de A tel que I soit localement
asphérique.

(iv) Toute fibration triviale de A (i.e tout morphisme de préfaisceauz sur A véri-
fiant la propriété de relévement a droite relativement a la classe des monomorphismes)
est une équivalence faible de préfaisceaur sur A.

Démonstration. — En vertu de la proposition 4.1.14 I’équivalence des conditions ()
et (iv) résulte de la proposition 4.1.18. L’équivalence des conditions (i), (i) et (iv)
résulte du lemme 1.4.13 et du fait que 'objet de Lawvere de A définit un segment
séparant (voir 1.3.9). O

Exemple 4.1.20— Soit A une petite catégorie admettant des produits finis. En parti-
culier, la catégorie A admet un objet final, et donc elle est asphérique. Par conséquent,
pour que A soit une catégorie test, il faut et il suffit que A soit une catégorie test
locale. D’autre part, comme A admet des produits finis, les préfaisceaux représen-
tables sur A sont stables par produits finis. Or tout préfaisceau représentable sur A
est asphérique. On en déduit que dans cette situation, tout préfaisceau représentable
sur A est localement asphérique. Supposons en outre que A admette un segment sé-
parant I = (I, 9y, 01) tel que I soit un préfaisceau représentable sur A. Alors il résulte
du critére (7) du théoreme 4.1.19 que A est une catégorie test. Ce procédé permet
de construire un grand nombre d’exemples de catégories test : toute petite catégorie
équvalente & la catégorie des ensembles finis non vides (resp. a la catégorie des en-
sembles ordonnés finis non vides, resp. a la catégorie des catégories finies admettant
un objet final, etc.) est une catégorie test.

Exemple 4.1.21— La catégorie des simplexes (2.1.1) est une catégorie test. Pour
le voir, on démontre par un procédé combinatoire que le préfaisceau représentable
A est localement asphérique, et on applique une nouvelle fois le critére (44) du
théoréme 4.1.19. Voir [96, exemple 1.5.11] pour une preuve élémentaire et compléte.
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Corollaire 4.1.22 — Soient A une catégorie test locale (resp. une catégorie test), et
B une petite catégorie arbitraire (resp. asphérique). Alors la catégorie A x B est une
catégorie test locale (resp. une catégorie test).

Démonstration. — Voir [96, corollaire 1.5.10]. O

4.1.23 — Si A est une petite catégorie, et i : A — Cat un foncteur, on rappelle que
i Cat — A
désigne le foncteur
C +—— (a +—= Homgy(ia,C) .
Par exemple, si ¢ désigne le foncteur
ar— Ala,

alors ¢* n’est autre que le foncteur a présent bien connu ¢%.

Définition 4.1.24 — Soit A une petite catégorie. Un foncteur i : A — Cat est un W-
foncteur test local, ou plus simplement un foncteur test local, si les trois conditions
suivantes sont vérifiées.

(a) La catégorie A est une W-catégorie test locale.

(b) Pour tout objet a de A, la catégorie ia est W-asphérique.

(c) Pour toute catégorie W-asphérique C, le préfaisceau i*(C) est localement W-
asphérique.
Un foncteur i : A —= Cat est un foncteur W-test, ou plus simplement un foncteur
test, si i est un W-foncteur test local et si A est une W-catégorie test.

Remarque 4.1.25— La définition de foncteur test local que nous avons introduite ci-
dessus n’est pas identique a celle donnée dans [96, définition 1.7.11], mais seulement
équivalente ; nous renvoyons le lecteur a [96, théoréme 1.7.13 et corollaire 1.7.10]
pour une caractérisation des foncteurs test locaux généraux. La situation se simplifie
beaucoup si on considere la situation suivante.

Soit i : A — Cat un foncteur, A étant une petite catégorie. On suppose que pour
tout objet a de A, la catégorie ia admet un objet final. Alors on peut définir une
transformation naturelle explicite (cf. 3.2.4)

iy it — Cat .
On obtient alors la caractérisation suivante.

Théoréme 4.1.26— Soient A une petite catégorie, et i : A — Cat un foncteur. On
suppose que pour tout objet a de A, la catégorie ia admet un objet final. Les conditions
sutvantes sont équivalentes.

(i) Le foncteur i est un foncteur test local (en particulier, A est donc une catégorie
test locale).
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(ii) Pour toute petite catégorie C' admettant un objet final, le préfaisceau i*(C') est
localement asphérique.

(iii) Le foncteuri* envoie les équivalences faibles de Cat sur des équivalences faibles
locales de A.

(iv) Le préfaisceau i*(Ay) est localement asphérique.

Si Uune des conditions ci-dessus est vérifiée, et si en outre A est asphérique, alors A
est une catégorie test, et pour toute petite catégorie C, le morphisme naturel

ap AJC =1i,4°(C) —C

est un foncteur asphérique (en particulier, une équivalence faible). En outre, le fonc-
teur i* respecte les équivalences faibles (on a méme Uégalité (i*)1(Wz) = W), et le
foncteur induit

7" : Hot,,y — H,, A
est une équivalence de catégories, quasi-inverse du foncteur

Démonstration. — Voir [96, théoreme 1.7.13] pour 1'équivalence des conditions (4)
a (iv). Les autres assertions sont démontrées par [96, proposition 1.7.6 (d) et
corollaire 1.7.10]. O

Remarque 4.1.27— Nous n’utiliserons pas ce fait par la suite, mais le théoreme pré-
cédent reste vrai pour un foncteur test général si 'on retire les conditions (i7) et (iv).
En particulier, tout foncteur test ¢ induit un quasi-inverse du foncteur 7 4.

Exemple 4.1.28— Soit A une petite catégorie. Alors A est une catégorie test locale
si et seulement si le foncteur

A— Cat , at+— Ala

est un foncteur test local.

Exemple 4.1.29— Soit i : A — (Cat le foncteur d’inclusion (ot1 A désigne la catégorie
des simplexes). Alors on démontre grace au critere (i) du théoreme 4.1.26 que i est
un foncteur test (voir [96, exemple 1.7.18]). Or dans ce cas le foncteur

i Cat —= A

n’est autre que le foncteur nerf (2.1.14). On retrouve ainsi formellement que le foncteur
nerf induit une équivalence de catégories entre la catégorie homotopique des ensembles
simpliciaux et la catégorie homotopique des petites catégories.
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4.2. Modélisateurs élémentaires

4.2.1 — Soit W un localisateur fondamental. On rappelle que pour chaque petite
catégorie I, on note Hot,,(I) la localisation de la catégorie des foncteurs de I vers
Cat par la classe des W-équivalences argument par argument (cf. 3.3.17). Lorsque I
est la catégorie ponctuelle, cette localisation est notée plus simplement Hot,,. Si A
est une petite catégorie, Wy désigne la classe de fleches i ;' W (cf. 4.1.3).

Lemme 4.2.2— Soit W un localisateur fondamental. Pour toute petite catégorie A, la
classe Wy de fléches de A vérifie laziome L3 des A-localisateurs (cf. définition 1.4.1).

Démonstration. — Cela résulte de [96, corollaires 2.3.12 et 2.3.17]. O

Proposition 4.2.3 — Soit ‘W un localisateur fondamental. Pour qu’une petite catégorie
A soit une W-catégorie test locale, il faut et il suffit que W3 soit un A-localisateur.

Démonstration. — Puisque W est par définition une classe de fleches faiblement sa-
turée, il est immédiat que W; est faiblement saturé. Par conséquent, Wy vérifie en
particulier I’axiome L1 de la définition 1.4.1. Le lemme 4.2.2 et la caractérisation (iv)
du théoreme 4.1.19 permettent donc de conclure. O

Proposition 4.2.4 — Tout localisateur fondamental est fortement saturé, et donc, en
particulier, est stable par rétractes.

Démonstration. — Soit W un localisateur fondamental. On choisit une W-catégo-
rie test A (voir les exemples 4.1.20 et 4.1.21). Alors un morphisme de Cat est une
W-équivalence si et seulement si son image par % est une W-équivalence de E, et
I’assertion résulte donc du corollaire 1.4.7 et de la proposition 4.2.3. O

4.2.5 — Soient W un localisateur fondamental, et A une petite catégorie. Pour
chaque petite catégorie I, on note }[w E(I ) la localisation de la catégorie des fonc-
teurs de I vers A par la classe ‘Wé des W3-équivalences zirgument par aArgument, i.€.
pour reprendre les notations du chapitre précédent, }[w A(l) = HOWE A(D). Lorsque
I est la catégorie ponctuelle, cette localisation est notée plus simplement }[W A.

Corollaire 4.2.6 — Soient W un localisateur fondamental, et A une W-catégorie test
locale. Le foncteur, : }[w A — Hot,, est conservatif.

Démonstration. — Cela résulte aussitot de la forte saturation de W et du
lemme 1.4.8. O

Proposition 4.2.7 — Soient W wun localisateur fondamental, et A une W-catégorie
test locale. Alors les foncteurs i, et iy induisent, pour toute petite catégorie I, un
couple de foncteurs adjoints

g Hyy A(I) —=Hoty,(I) et 74 : Hoty,(I) — H,, A(I) .
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En outre, pour tout foncteur entre petites catégories uw : I —= J, on a un isomor-
phisme de foncteurs canonique

LU!ZA ; iALU/! .

Autrement dit, le carré suivant est commutatif a isomorphisme preés.

#, A(I) —~ Hot,,, (1)

Enfin, lorsque A est W-asphérique (i.e. une W-catégorie test), les foncteurs, et 7%
sont des équivalences de catégories quasi-inverses l'une de l'autre.

Démonstration. — La premiere assertion résulte du fait que les foncteurs i, et %
respectent les W-équivalences (toute W-équivalence locale étant une W-équivalence
en vertu de la remarque 4.1.5, cela résulte de la caractérisation (iv) de la pro-
position 4.1.14) et de la 2-fonctorialité de la localisation (voir par exemple [96,
lemme 2.1.6]). La deuxiéme est conséquence de la premiere, puisque Lui 7,4 et 7, Lu
sont tous deux des adjoints & gauche de Thu* = w*7§ (voir 3.3.18 et la proposi-
tion 3.1.26). Enfin, la troisieme résulte du fait que dans ce cas, i ,43% — 1 est une
W-équivalence, et 13 — i%i, une Ws-équivalence (voir la remarque 4.1.11). O

Lemme 4.2.8 — Soient A une petite catégorie, et X un préfaisceau sur A. On désigne
par @y le foncteur de A/X dans A, (a,a —= X) = a. Alors le foncteur canonique

fA/x iaPx —> h_mm/x iapx 2ipX
est une fibration dont les fibres sont des catégories admettant un objet initial.

Démonstration. — Le fait qu’il s’agit d’une fibration est un cas particulier de la pro-
position 3.3.15. D’autre part, si s = (a,a — X) est un objet de A/X =i,X, alors
la fibre de ce foncteur au-dessus de s est canoniquement isomorphe a la catégorie
s\(A4/X), laquelle admet évidemment un objet initial. O

Proposition 4.2.9 — Soit ‘W wun localisateur fondamental. Pour toute W-catégorie
test locale A, W = W5 est un A-localisateur régulier.

Démonstration. — La proposition 4.2.3 implique que si A est une W-catégorie test
locale, alors W est un A-localisateur. Il suffit donc de vérifier la régularité de W. Con-
sidérons une petite catégorie I, et un foncteur F' de I vers A. Le foncteur canonique
K de [i F vers limi, F (3.3.14) correspond dans Hot,, au morphisme obtenu par
adjonction a partir du morphisme i, F' — p7limi 4 /' dans Hot,,(I). En vertu de
la proposition 4.2.7, K est donc isomorphe dans Hot,, & I'image par le foncteur 74
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du morphisme canonique Llim F' — lim F'. Grace au corollaire 4.2.6, il suffit par
conséquent de montrer que pour tout préfaisceau X sur A, le foncteur canonique

K: [igpx —= limiyoy ~ A/X
est une W-équivalence. Or en vertu de la proposition 3.3.15 et du lemme 4.2.8, K

est une fibration & fibres asphériques, et donc K est une équivalence faible (voir la
remarque 3.3.12). Cela achéve la démonstration. O

Définition 4.2.10 — Si S est une partie de F1 Cat, on rappelle que le localisateur fon-
damental engendré par S est le plus petit localisateur fondamental W contenant S
(i.e. Pintersection de tous les localisateurs fondamentaux contenant S). On dit alors
que S engendre ‘W. Un localisateur fondamental est accessible s’il est engendré par
un ensemble de fleches de Cat. Le localisateur fondamental minimal est le localisateur
fondamental engendré par @ C Fl Cat (il est par définition accessible).

Définition 4.2.11 — Soit A une petite catégorie.

Un A-localisateur test est un A-localisateur régulier W tel que pour tout préfaisceau
représentable a sur A, le morphisme canonique de a vers 'objet final de A soit une
W-équivalence.

Un localisateur fondamental W est modelable par une petite catégorie A si A est
une W-catégorie test.

Remarque 4.2.12— Si S est un ensemble de fleches de /Al, alors le A-localisateur test
engendré par S est accessible. En effet, il est la complétion réguliere du A-localisateur
engendré par S et par 'ensemble des morphismes a — e RS Ob A, ce qui implique
I’assertion en vertu du corollaire 3.4.24. De méme, si S est un ensemble de fleches
de (Cat, le localisateur fondamental modelable par A engendré par S est accessible,
puisqu’il est le localisateur fondamental engendré par S et par les foncteurs A — ¢
et i,(a xi% A1) —=e€,a € Ob A (cf. le théoréme 4.1.19).

Lemme 4.2.13— Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur test. Un fonc-
teur entre petites catégories u : I —= J est une W-équivalence si et seulement si le

morphisme canonique Lp;, p7 (eg) — Lp;, pj(eg) est un isomorphisme de Hoyy, A.

Démonstration. — Les morphismes a — ¢ P ac Ob A, sont des W-équivalences, et

donc pour toute petite catégorie I, on a des isomorphismes canoniques
Lp;,pi(a) —= Lp; pilez) -
Ce lemme résulte donc de la proposition 3.4.45. O

Lemme 4.2.14— Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur test. Pour
tout objet X de Hoy A, on a un isomorphisme naturel dans Hoyy, A,

Lpa/x,pa/x(ez) = X .

En outre, on a l'égalité W = i;llW et A est W-asphérique.

Cat’
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Démonstration. — Soit X un préfaisceau sur A. On a alors par régularité un isomor-

phisme canonique Llim ¢y ~ X dans Hoy, A. D’autre part, si P = pz/x (eg) désigne

le foncteur constant sur A/X de valeur 1’objet final de /Al, les fleches a — € RS

Ob A, étant des W-équivalences, on a un isomorphisme ¢y ~ P dans Hoy, A(A/X).

On en déduit par fonctorialité un isomorphisme Llim ¢y ~ Llim P. Or L lim P s’iden-
—_ —_ —_

tifie par définition a Lp , /X, P /X (e 2), d’olt un isomorphisme canonique

LpA/x!pZ/x(eg) ~X.

Le lemme précédent, vue la forte saturation de W, montre donc que W = z';lWCut. 1l
implique aussi que A est W-asphérique, une fois remarqué qu’on a des isomorphismes
canoniques

Lpa,palez) ~ LpA/eg,pj:X/eg(eA\) ~egy et Lp. pi(ez) ~ ez,
ou e désigne la catégorie ponctuelle. O

Théoreme 4.2.15— Soit A une petite catégorie. L’application W i—=W ., (3.4.1)
établit une bijection croissante pour linclusion, entre l’ensemble des A-localisateurs
test et celui des localisateurs fondamentauzr modelables par A, application inverse
étant définie par W — Wy = i;ll‘Y/V. En outre, cette correspondance conserve l’ac-
cessibilité dans le sens ot un localisateur fondamental modelable par A est accessible
si et seulement si le A-localisateur (test) correspondant l’est.

Démonstration. — Soit W un A-localisateur test. Alors en vertu de la proposi-
tion 3.4.3, W = W, est un localisateur fondamental, et en vertu du lemme 4.2.14,
A est W-asphérique et W = i ;' . La proposition 4.2.3 implique donc que A est
une W-catégorie test, ce qui montre que 'application est bien définie et injective.
Pour prouver la surjectivité, considérons un localisateur fondamental W modelable
par A, et posons W = W5 = i,'W. Les propositions 4.2.3 et 4.2.9, ainsi que la
W-asphéricité de A, impliquent que W est un A-localisateur test. En vertu de ce qui
précede, on a W = i;lww, et la W -catégorie test A est une W ,-catégorie test (et
en particulier test faible). On a donc les égalités W = (i%)”'W = W, L’assertion
relative a ’accessibilité s’en déduit alors formellement grace a la remarque 4.2.12. O

Remarque 4.2.16— 1l résulte immédiatement du théoreme ci-dessus que pour toute
petite catégorie A, et tout A-localisateur test W, on a W, = (ig)‘lw (et plus géné-
ralement, en vertu du théoreme 4.1.26, que pour tout W -, -foncteur test i : A — Cat
tel que ia admette un objet final, on a W ,, = (i*)” "W). Ainsi, si W est le localisateur
modelable par A engendré par une classe S de fleches de Cat, W; est le A-localisateur

test engendré par la classe i%.S (ou la classe i*S, si i est un W-foncteur test comme
ci-dessus), de méme que si W est le A-localisateur test engendré par une classe S de
fleches de A, W -, est le localisateur fondamental modelable par A engendré par i ,4S.
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Scholie 4.2.17 — 11 résulte du théoréme 4.2.15 qu’en admettant le principe de
Vopenka, tout localisateur fondamental est accessible (voir le scholie 1.4.6).

Corollaire 4.2.18 — Soient ‘W un localisateur fondamental accessible, et A une W-
catégorie test locale. Alors A admet une structure de catégorie de modéles fermée a
engendrement cofibrant dont les cofibrations sont les monomorphismes, et dont les
équivalences faibles sont les éléments de Wy =i,' W.

Démonstration. — En vertu du théoréme 1.4.3, il suffit de montrer que W5 est un
A-localisateur accessible. Lorsque A est une W-catégorie test, cela résulte du théo-
réme 4.2.15. Dans le cas général, on choisit une W-catégorie test B (par exemple B
peut étre une petite catégorie équivalente a la catégorie des ensembles ordonnés finis
non vides, ou bien la catégorie des simplexes), et un W-foncteur test ¢ : B — Cat
tel que pour tout b € Ob B, i(b) admette un objet final (par exemple simplement le
foncteur b —= B/b). En vertu du corollaire 3.2.10, le foncteur composé i* i 4 : A—B
commute aux petites limites inductives et respecte les monomorphismes. Comme 7 est
un foncteur test, on vérifie immédiatement que 1.21(1.*)—1%% = W;5. 1l résulte de la
proposition 4.2.3 que W5 est un A-localisateur, et le critére (¢) de la proposition 1.4.20
appliqué au foncteur ¢* ¢ , acheve ainsi la démonstration. O

Lorsque W est un localisateur fondamental accessible, et A une W-catégorie test
locale, on dira parfois quune fleche de A est une W-fibration (resp. une ‘W-cofibration
triviale, etc.), ou une fibration (resp. une cofibration triviale, etc.) au sens de ‘W,
pour signifier qu’elle est une Ws-fibration (resp. une Wy-cofibration triviale, etc.),
autrement dit, qu’elle est une fibration (resp. une cofibration triviale, etc.) pour la
structure de catégorie de modeles fermée du corollaire ci-dessus.

Corollaire 4.2.19 — Le localisateur fondamental minimal est formé des morphismes
de Cat dont limage par le foncteur nerf N : Cat —= A est une co-équivalence.

Démonstration. — La catégorie des simplexes A est une W-catégorie test pour tout
localisateur fondamental W (voir I'exemple 4.1.21). Il résulte donc du théoreme 4.2.15,
que le localisateur fondamental minimal correspond au A-localisateur test minimal.
Or tout A-localisateur est régulier (cf. 3.4.25), et par suite le corollaire 2.1.21 montre
que W est le A-localisateur test minimal. Pour conclure, il suffit donc de remarquer
que linclusion canonique de A dans Cat est un foncteur test (cf. 4.1.29) et de lui
appliquer les derniéres assertions du théoreme 4.1.26. o

4.2.20 — On notera W, le localisateur fondamental minimal, et les Who-équiva-
lences seront appelées aussi des co-équivalences. On emploiera volontier les adjectifs
oo-asphérique, co-coasphérique, etc., au lieu de Wa-asphérique, Wso-coasphérique
etc. On note Hot_, la localisation de Cat par les oco-équivalences. Il résulte du
corollaire 4.2.19 que Hot_, est canoniquement équivalente & la catégorie homoto-
pique }[Wxﬁ = Hoy,__ A. Plus généralement, pour toute petite catégorie A, tout
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A-localisateur test acccessible W définit canoniquement une sous-catégorie pleine de
Hot_,. De facon plus précise on a ’énoncé ci-dessous. (Ce résultat ne sera pas utilisé
dans la suite, et nous en laissons la démonstration au lecteur.)

Corollaire 4.2.21 — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur test acces-
sible. La catégorie Hoyy A s’identifie canoniquement a la localisation de Hot_ par les
W-équivalences, et le foncteur de localisation de Hot_ vers Hoy A admet un adjoint
a droite pleinement fidéle.

Corollaire 4.2.22 — Tout localisateur fondamental est stable par limites inductives
filtrantes.

Démonstration. — Soit ‘W un localisateur fondamental. Comme l’inclusion canoni-
que de la catégorie des simplexes A dans Cat est un W-foncteur test (4.1.29), on a
égalité W = N1 i "W (4.1.26). Or en vertu de la proposition 4.2.9, i, W est un
A-localisateur régulier, et donc le corollaire 3.4.41 implique qu’il est stable par limites
inductives filtrantes. L’assertion résulte donc de la commutativité du foncteur nerf
aux petites limites inductives filtrantes. O

Proposition 4.2.23 — Soient ‘W un localisateur fondamental, et v : A —= B un fonc-
teur entre petites catégories. On remarque que pour chaque préfaisceau X sur B,
on a un carré cartésien canonique de la forme suivante dans Cat (dont les fléches
horizontales sont les fleches canoniques, cf. 3.2.7).

Afur(X) —= A

||

B/X—>-B

Les conditions suivantes sont équivalentes.

(a) Le foncteur u est W-asphérique.

(b) Pour qu’un préfaisceau X sur B soit W-asphérique, il faut et il suffit que le
préfaisceau u*(X) sur A soit asphérique.

(b") Si X est un préfaisceau ‘W-asphérique sur B, alors u*(X) est un préfaisceau
W-asphérique sur A.

(b”) Pour tout objet b de B, le préfaisceau u*(b) sur A est ‘W-asphérique.

(¢) Pour tout préfaisceau X sur B, le foncteur canonique A/u*(X) — B/X est
une W-équivalence.

(¢) Pour tout préfaisceau X sur B, le foncteur Aju*(X)— B/X est W-
asphérique.

(c) Pour tout objet b de B, le foncteur A/u*(b) — B/b est une W-équivalence.

Si ces conditions sont satisfaites, on a alors la propriété suivante.
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(d) Pour qu’un morphisme ¢ de B soit une W-équivalence, il faut et il suffit que
u*(p) soit une ‘W-équivalence de A.

De plus, si A et B sont W-asphériques, les conditions (a) a (d) sont équivalentes, et
équivalentes a la condition ci-dessous.

(d') Si ¢ est une W-équivalence de B, alors u*(p) est une W-équivalence de A.
Démonstration. — Voir [96, proposition 1.2.9]. O

Proposition 4.2.24 — Soient W wun localisateur fondamental accessible, et u
A — B un foncteur W-asphérique entre deuzx W-catégories test. Alors le couple de
foncteurs adjoints

w:B—=A et u.:A—>B

est une équivalence de Quillen.

Démonstration. — En vertu de assertion (d) de la proposition 4.2.23, le foncteur u*
respecte les W-équivalences, et il est immédiat qu’il respecte les monomorphismes, ce
qui prouve qu’on a une adjonction de Quillen. Il reste donc & montrer que le foncteur u*
induit une équivalence de catégories entre les catégories homotopiques. Or en vertu de
l’assertion (¢) de la proposition 4.2.23, on a une ‘W-équivalence naturelle du foncteur
i u* vers le foncteur i 5. On obtient donc un triangle commutatif a isomorphisme de
foncteurs pres

H,B A

Hot,,

dont les deux fleches obliques sont des équivalences de catégories (puisque A et B sont
des catégories test), ce qui achéve la démonstration. O

Remarque 4.2.25— On verra plus loin que cet énoncé reste vrai si on suppose seule-
ment que A et B sont des W-catégories test locales.

Proposition 4.2.26 — Soient W un localisateur fondamental accessible, et A, B une
paire de ‘W-catégories test. Alors le foncteur

ipig: A—~B
est un foncteur de Quillen a gauche.

Démonstration. — En vertu du corollaire 3.2.10, ce foncteur commute aux petites
limites inductives, et donc admet un adjoint a droite. Il est d’autre part immédiat
qu’il respecte les monomorphismes et les équivalences faibles. Enfin, comme A et B
sont des W-catégories test, il induit une équivalence des catégories homotopiques. O

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2006



190 CHAPITRE 4. CORRESPONDANCES FONDAMENTALES

Remarque 4.2.27— La preuve ci-dessus montre plus généralement que pour tout
foncteur test i : B — (Cat tel que pour tout objet b de B, la catégorie i(b) admette
un objet final, le foncteur i*i, : A — B est 'adjoint & gauche d’une équivalence de
Quillen.

4.3. Ubiquité de la propreté

4.3.1 — Soit ‘W un localisateur fondamental. On dit qu'une petite catégorie A est
totalement ‘W-asphérique, ou plus simplement, totalement asphérique, si elle est W-
asphérique, et si pour tous préfaisceaux représentables a et b sur A, le préfaisceau
a X b est W-asphérique (ce qui signifie simplement que la catégorie A/a X b est W-
asphérique).

Proposition 4.3.2 — Soit A une petite catégorie. Les conditions suivantes sont équi-
valentes.

(a) Pour tous préfaisceaux représentables a et b sur A, le préfaisceau a x b est
W-asphérique.

(b) Les préfaisceaur W-asphériques sur A sont stables par produits finis.

(¢) Pour tous préfaisceaur X et'Y sur A, le foncteur canonique

A/(XXY)—A/X x A]Y
est une ‘W-équivalence dans Cat.
(d) Pour tous préfaisccaux X et'Y sur A, le foncteur canonique
A/(XXY)—A/X x A]Y
est W-asphérique.

(e) Tout préfaisceau représentable sur A est localement ‘W-asphérique.

(f) Le foncteur diagonal A —= A X A est W-asphérique.

(g) Les W-équivalences de préfaisceauz sur A sont stables par produits finis.
Si en outre A est non vide, chacune de ces conditions implique que A est une catégorie
W-asphérique (et donc que A est totalement W-asphérique).

Démonstration. — Voir [96, proposition 1.6.1] pour la preuve de I’équivalence entre
les six premieres conditions et pour la preuve du fait que chacune d’entre elles im-
plique que A est W-asphérique. L’équivalence entre les conditions (c) et (g) résulte
trivialement du fait que W est stable par produits finis (cf. 3.3.8). O

4.3.3 — Une W-catégorie test stricte, ou plus simplement, une catégorie test stricte,
est une W-catégorie test qui est aussi totalement W-asphérique.

Proposition 4.3.4 — Soit A une petite catégorie totalement W-asphérique. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes.

(i) La catégorie A est une W-catégorie test faible.
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(i) La catégorie A est une W-catégorie test locale.

(i) La catégorie A est une W-catégorie test.

(iv) La catégorie A est une W-catégorie test stricte.

(v) Il existe un segment séparant I = (I,00,01) tel que I soit ‘W-asphérique.
(vi)

vi) L’objet de Lawvere de A est un préfaisceau W-asphérique.

Démonstration. — Voir [96, proposition 1.6.8]. O

Exemple 4.3.5— Toute catégorie test vérifiant les conditions de I'exemple 4.1.20 est
une W-catégorie test stricte.

Exemple 4.3.6 — La catégorie des simplexes A est une W-catégorie test stricte.

4.3.7 — Soit ‘W un localisateur fondamental. On considére deux petites catégories
A et B, on note

A<l AxB-1-B

les projections, et on désigne par
A—= AxB<~—B
les foncteurs image inverse correspondants.

Lemme 4.3.8 — Soit p : X — Y une fléche de AXB. Si pour tout objet b de B,
op 1 Xp —= Y} est une W-équivalence dans A, alors le morphisme @ est une W-é-
quivalence dans A X B.

Démonstration. — Si Z est un préfaisceau sur A x B, alors i 4, pZ est une catégorie
fibrée au-dessus de A x B, et donc au-dessus de B (par la projection de A x B vers
B). D’autre part, pour chaque objet b de B, i 4Z; s’identifie canoniquement a la fibre
en b du foncteur i 4, 5Z — B. Comme ce dernier est une fibration, le lemme résulte
de la proposition 3.3.16. O

Lemme 4.3.9 — Si la catégorie B n’est pas vide, un morphisme de A est une W-é-
quivalence si et seulement si son image dans A X B par le foncteur p* en est une.

Démonstration. — Si X est un préfaisceau sur A, on a une identification canonique
IaxpD' X ~i X x B .

Soit ¢ : X — Y une fleche de A. En vertu du lemme précédent, si ¢ est une W-équi-
valence, alors p*p en est une. Réciproquement, si p*¢ est une ‘W-équivalence, comme
tout choix d’un objet de B fait de i 4 un rétracte de i ,, 5 p*¢ =i 4,0 x1p, il résulte de
la stabilité de W par rétractes (proposition 4.2.4) que i, est une W-équivalence. [
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4.3.10 — On garde les hypotheses et les notations du numéro 4.3.7. On suppose en
outre que B est non vide, et qu’il existe un préfaisceau localement W-asphérique I
sur B admettant une structure de segment séparant, et tel que tout objet de B soit
I-contractile. Les objets I-contractiles étant stables par produits finis, la catégorie B
est totalement TW-asphérique, et donc, en vertu de la proposition 4.3.4, B est sous
ces hypotheses une W-catégorie test stricte. On considere par ailleurs un foncteur 7
de A a valeurs dans E, et on note

*:B—=A | X = (a > Homgp(ia, X))

le foncteur image inverse correspondant. On suppose que le foncteur ¢ vérifie les condi-
tions suivantes :

(a) le préfaisceau i*I est localement W-asphérique;

(b) pour tout objet a de A, ia est I-contractile.

On remarque qu’en vertu de la condition (b), pour tout objet a de A, le préfaisceau ia
admet une section globale, ce qui implique en particulier que 'image par le foncteur
1" du préfaisceau vide sur B est le préfaisceau vide sur A. Comme le foncteur ¢*
commute aux petites limites projectives, on en déduit que la condition (b) implique
que ¢*I admet une structure de segment séparant. Il résulte donc du théoreme 4.1.19
que la condition (a) implique que la catégorie A est une W-catégorie test locale.
On définit un foncteur

j:Ax B— B

par j(a,b) = ia x b, d’olt un foncteur image inverse
j*:B—=AxB , X+ ((a,b) — Homp(ia x b, X)) .

On obtient deux morphismes de foncteurs induits par les projections ia X b — ia et
ta Xxb—=0>

Lemme 4.3.11— Les deux morphismes de 4.3.10.1 sont des W-équivalences
naturelles.

Démonstration. — On va procéder en adaptant (une partie de) la démonstration de
la proposition 2.3.19. Soit X un préfaisceau sur B. Si a € Ob A, alors en vertu du
lemme 2.3.18, le morphisme

(X))o =X —= Hom(ia, X) = (j"X),

est une [-équivalence d’homotopie, et si b € Ob B, comme le foncteur ¢* commute
aux produits, le méme lemme implique que

(P*i* X )y = i* X —= i* Hom(b, X) = (X ),

est une ¢*I-équivalence d’homotopie. Le lemme 4.3.8 acheve ainsi la preuve. O
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PI’OpOSItIOI’l 4.3.12 — Sous les hypotheses du numéro 4.3.10, le foncteur image inverse

i* . B— A respecte les ‘W-équivalences. Si en outre A est non vide, alors on a

1
Végalité (i*) W, = W
Démonstration. — Cela résulte des lemmes 4.3.8, 4.3.9 et 4.3.11. O

4.3.13 — Soit A une petite catégorie. On a un foncteur A — A défini par
a+—> N A/a, et on note par abus
A — A
le foncteur image inverse correspondant. Il résulte du corollaire 3.2.10 que ce dernier
est un adjoint & droite du foncteur
Niy: A—A.
Cet abus de notation et la pleine fidélité du foncteur nerf permettent d’écrire pour

toute petite catégorie C, i%C =% N C.

Corollaire 4.3.14 — Soit W un localisateur fondamental. Pour toute ‘W -catégorie test
locale A, le foncteur i*y : A —= A respecte les W-équivalences. Si en outre A n’est
pas vide ou bien est une W-catégorie test, alors WB = ijfl‘l/l/g.

Démonstration. — Les conditions décrites dans le paragraphe 4.3.10 sont vérifiées en
posant B = A, I = Ay, et ia = N A/a. La proposition 4.3.12 montre donc la premieére
assertion, ainsi que la seconde dans le cas ou A n’est pas vide. Si A est une catégorie
test vide, alors W = F1(Cat) (cf. 3.3.6), et 1’énoncé est alors trivial. O

Corollaire 4.3.15 — Soit W un localisateur fondamental. Pour toute ‘W -catégorie test
locale A, et pour tout préfaisceau X sur A, le foncteur

Xxit:A—A |, Kr>XxiK
respecte les W-équivalences.

Démonstration. — Le foncteur d’oubli U : E/X =A/X — A respecte les W-équi-
valences, et pour tout ensemble simplicial K, on a 1’égalité ‘lliz/XK =X x4 K, ce
qui permet de conclure en vertu du corollaire précédent. o

Proposition 4.3.16 — 1 existe deux oco-équivalences naturelles
Nip —=13 et 1£_>i*A-

Démonstration. — On va a nouveau s’inspirer de la preuve cle la proposition 2.3.19.
On considere cette fois le plongement de Yoneda de A dans A, le foncteur
A—=A |,  A,— NA/A,,
et le foncteur
FIAXA—=A | (ApAn) — (NAJAR) X A, .
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On a un morphisme fonctoriel N A/A,, — A, (3.2.4), ce qui détermine en le pro-
longeant par limites inductives (grace au corollaire 3.2.10) un morphisme de foncteurs
N i, — 13, et donc par adjonction un morphisme de foncteurs 13 — 7. En vertu
du lemme 4.3.11, si §, désigne ’adjoint a droite du foncteur diagonal, il existe un dia-
gramme commutatif dans AxA

pr——d<—¢

L]

PR —=J ~—q

dont toutes les fleches horizontales sont des co-équivalences. Le lemme 4.3.9 implique
donc que le morphisme de foncteurs 13 — i est une oo-équivalence. Comme les
deux foncteurs Ni, et i respectent les co-équivalences (4.3.14), et induisent des
équivalences de catégories de la catégorie localisée (4.2.27), on en déduit par transpo-
sition que N i, — 13 est une co-équivalence. O

Lemme 4.3.17 — Soient W un localisateur fondamental, et A une W-catégorie test
locale. Pour tout ensemble simplicial K, le foncteur

A—A4 | Xr—=Xxi{K

respecte les W-équivalences.

Démonstration. — On considere d’abord le cas ou K est le nerf d’une petite catégorie
C. Si on demande en outre que C' admette un objet final, I'assertion résulte de la
proposition 4.1.14. Dans le cas général, pour chaque préfaisceau X sur A, la projection
de X x 3% C vers ¢%C et le morphisme d’adjonction 4 4% C — C permettent de voir
i4(X xi%C) comme une catégorie au-dessus de C. Pour chaque objet ¢ de C, on a
alors une identification canonique

i (X % i4C)/c =i, (X x i4C/c) .

On en déduit que si ¢ est une W-équivalence dans E, alors le foncteur i (¢ x 1% ¢)
est une W-équivalence localement au-dessus de C, et donc une W-équivalence. On
suppose a présent que K est un ensemble simplicial quelconque. En vertu de la propo-
sition 4.3.16, on a une W-équivalence N i, K — K, et il résulte du corollaire 4.3.15
que pour chaque préfaisceau X sur A, le morphisme induit X xi%i K — X xi% K est
une W-équivalence. Comme en vertu de ce qui précede le foncteur X = X x i%i K
respecte les W-équivalences, on en déduit que le foncteur X = X x i% K les respecte
aussi, ce qui acheve la démonstration. O

Proposition 4.3.18 — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur test ac-
cessible. Pour tout objet X de A fibrant au sens de W, le foncteur Y —= X x Y,
Y € Ob A, respecte les W-équivalences.
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Démonstration. — Soit X un objet fibrant de A au sens de W. Le théoreme 4.2.15
implique que le localisateur fondamental W = W, est accessible, et comme A est
une W-catégorie test, que le A-localisateur WB = i W est accessible. On peut
donc choisir une ‘Wﬁ-équivalence de but fibrant Ni,X — K. On remarque que
le foncteur N i, respecte les cofibrations triviales, et donc que par adjonction, le
foncteur 4% respecte les fibrations. Par conséquent, i% K est un objet fibrant de A au
sens de W = Wz . Or en vertu du corollaire 4.3.14, le morphisme i%i, X — i% K est
une W-équivalence, et comme A est une W-catégorie test, le morphisme d’adjonction
X — 1414 X est une W-équivalence. Le morphisme composé X — i% K est donc
une W-équivalence entre objets fibrants, ce qui implique qu’il est une 7% A;-équivalence
d’homotopie. On en déduit que pour tout objet Y de g, la fleche Y x X —Y x
i% K est aussi une % Aj-équivalence d’homotopie, et donc une W-équivalence. Le
lemme 4.3.17 permet ainsi d’achever la démonstration. O

Théoreme 4.3.19— Pour toute petite catégorie A, le A-localisateur test minimal est
propre.

Démonstration. — Soient A une petite catégorie, et W le A-localisateur test minimal.
En vertu de la remarque 4.2.12, on sait que ce dernier est accessible. Si W,.., désigne
le A-localisateur régulier minimal (i.e. la complétion réguliere du A-localisateur mi-
nimal), alors W peut étre défini comme le A-localisateur engendré par W4 et par les
fleches a — €3, a € Ob A. Or on sait que W,¢4 est propre (voir la remarque 1.5.5
et le corollaire 3.4.40). Comme toute fibration au sens de W en est une au sens de
W,.eg, il résulte du théoreme 1.5.4 qu’il suffit de montrer que pour tout objet a de
A, le morphisme a — ¢ 4 est une W-équivalence propre a droite, i.e. que pour tout
objet fibrant X au sens de W, la projection X x a — X est une W-équivalence, ce
qui résulte de la proposition précédente. O

Corollaire 4.3.20 — Soient ‘W un localisateur fondamental accessible, et A une W-
catégorie test. Alors pour tout préfaisceau X sur A, le morphisme d’adjonction ny :
X — i%i, X est une Wy-équivalence propre a droite.

Démonstration. — Soit W' le A-localisateur test minimal. Comme W C W = ‘Wg,
toute fibration au sens de W en est une au sens de W/, et donc toute W’-équivalence
propre a droite est une W-équivalence propre & droite. Or 7y est une W’-équivalence
puisque A est une W/,,,-catégorie test, et il résulte du théoreme ci-dessus que toutes
les W/-équivalences sont propres a droite. o

Définition 4.3.21 — Un localisateur fondamental W est propre si pour toute W-ca-
tégorie test A, le A-localisateur W5 = i,' W est propre.

Exemple 4.3.22— En vertu des théorémes 4.2.15 et 4.3.19, le localisateur fondamen-
tal minimal est propre.
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Remarque 4.3.23— 1l résulte aussitot du théoreme 4.2.15 que tout localisateur fon-
damental propre est en particulier accessible.

Théoréeme 4.3.24— Soit ‘W wun localisateur fondamental. Les conditions suivantes
sont équivalentes.

(i) Le localisateur fondamental W est propre.
(ii) 1l existe une W-catégorie test A telle que le A-localisateur induit Wy soit
propre.

Démonstration. — Supposons qu’il existe une TW-catégorie test A telle que Wy
soit un A-localisateur propre, et en particulier donc accessible. En vertu du théo-
reme 4.2.15, le A-localisateur ‘Wﬁ est aussi accessible, et on dispose sur A et A les
structures de catégorie de modeles fermée du théoreme 1.4.3, dont les équivalences
faibles sont les W-équivalences de Aet A respectivement. Le foncteur ¢, respecte
les W-6quivalences par définition, et le foncteur nerf les respecte car l'inclusion
canonique de A dans Cat est un foncteur test. Il résulte en outre du corollaire 4.3.14
que ‘Wﬁ = 1'271‘1/1/2. Or le foncteur N i, respecte les cofibrations triviales, et par
conséquent, le foncteur ¢% respecte les fibrations. Ce dernier commute en outre aux
petites limites projectives (car il admet un adjoint & gauche), et donc en particulier
aux produits fibrés. On en déduit aussitot que le A-localisateur ‘Wﬁ est propre. Il
suffit par conséquent de montrer que si ‘Wﬁ est propre, alors pour toute catégorie
test A, W; est propre.

On suppose a présent que le A-localisateur WB est propre, et on considere une
W-catégorie test A. On va montrer que le A-localisateur W5 est propre. On sait déja
en vertu du théoreme 4.2.15 que W; est accessible. On procede en plusieurs étapes.

4.3.24.1 — Soient X un ensemble simplicial, Y un préfaisceau sur A, v :Y' —Y
une Wsi-équivalence, et p : X — ]!iAY une fibration au sens de ‘Wﬁ. Si on forme
les carrés cartésiens suivants dans A

72—zt sinX
qll/ ql \LZZP
' — Y ——=i%1,Y
Yi—=Y — > tala '
alors le morphisme v est une Wy-équivalence.

On forme le carré cartésien ci-dessous dans A.

w

X' X

d )
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Comme p est une fibration au sens de WE’ il en est de méme de p’, et comme ‘W3
est propre, w est une ‘Wz—équivalence. On obtient le cube commutatif suivant, dont
les faces latérales sont des carrés cartésiens (en fait, il résulte de la proposition 3.2.14
que toutes ses faces sont cartésiennes).

X — 20 X

e

A Z

"
isp' tap
q
/

sk !
i Y

/ny/

q

YNNG

e
Y

Sk -
TATpAU

Y/

Comme le foncteur % respecte les fibrations, les morphismes i%p et i%p’ sont des
fibrations au sens de W;. Il résulte donc du corollaire 4.3.20 que les fleches 0 et ¢’
sont des W3-équivalences. D’autre part, le corollaire 4.3.14 implique que 7w est une
Wi-équivalence, ce qui prouve l'assertion.

4.3.24.2 — Toute fléeche f : X —Y de A admet une factorisation de la forme
f=4qj, ot j: X —=Z est une cofibration triviale au sens de Wy, telle qu’il existe
une fibration p : K —= N i,Y au sens de WE’ et un carré cartésien

72 - inK

"y
——%i,Y
Y My A4
On factorise N i, f en une cofibration triviale i : Ni,X — K suivie d’une fibra-
tion p: K —= Ni,Y, et on forme le carré cartésien suivant.

72 - inK

Y —— iy

En vertu de la proposition 3.2.14, on obtient le diagramme commutatif ci-dessous,
dont tous les carrés sont cartésiens, et dont toutes les fleches horizontales sont des
cofibrations (i.e. des monomorphismes).
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n cw -
X—X>-’Lj<4’LAX

e

f Z%ijﬂ( iNiaf

-
Y — 1Thi,Y

Comme le foncteur % respecte les monomorphismes, on s’apercoit aussitot que j est

une cofibration. Le corollaire 4.3.20 implique que les morphismes 7y, 1y et 6 sont des

W3-équivalences. Comme le foncteur i respecte les W-équivalences, on en déduit
que j est une ‘Wg-équivalence.

4.3.24.3 — Le A-localisateur W5 est propre.

Soit f : X — Y une fibration au sens de W5;. On considere une factorisation de
f de la forme décrite en 4.3.24.2, dont on reprend les notations. Comme f vérifie la
propriété de relevement a droite relativement & j, il existe un morphisme r : 7 — X
tel que le diagramme suivant soit commutatif.

1x

A X
I

Considérons & présent une Wz-équivalence u : Y/ — Y, et formons les carrés carté-
siens suivants.

X =X 7! —=7z
) S
Y ——Y Y ——Y

On s’apercgoit immédiatement que par fonctorialité, w est un rétracte de v, et il résulte
de 4.3.24.1 que v est une Wz-équivalence. Par conséquent, w est une Wji-équiva-
lence. o

Corollaire 4.3.25 — Soient I un ensemble, et W, i € I, une famille de localisa-
teurs fondamentauz propres. Alors le localisateur fondamental engendré par U; W; est
propre.

Démonstration. — Soit W le localisateur fondamental en question. On choisit une
petite catégorie A telle que pour tout ¢ € I, A soit une W-catégorie test (il suffit pour
cela de prendre une W, -catégorie test). Alors en vertu du théoreme 4.2.15, i ;' % est
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le A-localisateur engendré par U; izl‘Y/VZ-. Le théoreme ci-dessus et le corollaire 1.5.6
permettent ainsi de conclure. O

4.3.26 — Soit F une classe de petites catégories. Un localisateur fondamental W
trivialise F si tous les éléments de F sont des catégories W-asphériques. Un localisa-
teur fondamental ‘W est a engendrement asphérique s’il existe une classe F de petites
catégories telle que W soit le plus petit localisateur fondamental qui trivialise F
(i.e. si W est engendré par les fleches de la forme C — e, pour C petite catégorie
dans ¥, ou encore de fagon équivalente, s’il est le plus petit localisateur fondamental
faisant des éléments de F des catégories asphériques).

Exemple 4.3.27 — Pour toute petite catégorie A, le localisateur fondamental mode-
lable par A minimal est & engendrement asphérique : c’est le plus petit localisateur
fondamental qui trivialise la catégorie A elle méme ainsi que les catégories A/X pour
tout préfaisceau X de la forme X =% A; X a, a € Ob A.

Corollaire 4.3.28 — Tout localisateur fondamental accessible et da engendrement
asphérique est propre.

Démonstration. — On choisit une fois pour toutes une Wjo-catégorie test A. Consi-
dérons une classe F de petites catégories, et W le plus petit localisateur fondamental
qui trivialise F, et supposons que ce dernier est accessible, ce qui implique que W5 =
i;l‘W est un A-localisateur accessible (4.2.15). Pour toute petite catégorie C' dans ¥,
le préfaisceau % C' est localement W-asphérique (4.1.14). Par conséquent, pour tout
préfaisceau X sur A, la projection X x i*C — X est une W-équivalence. On en
déduit que W; est le A-localisateur engendré par celles-ci et par le A-localisateur test
minimal (cf. 4.2.16). Comme ce dernier est propre (4.3.19), il résulte du théoréme 1.5.4
que W5 est propre. Le théoreme 4.3.24 acheve donc la démonstration. O

Remarque 4.3.29— On verra plus loin que le corollaire ci-dessus caractérise les loca-
lisateurs fondamentaux propres (théoréme 6.1.11).

Suivant des méthodes dégagées par Thomason, on va montrer dans le chapitre
suivant que pour tout localisateur fondamental accessible W, Cat admet une structure
de catégorie de modeles fermée dont les équivalences faibles sont les W-équivalences.
On peut en outre démontrer que pour que W soit propre, il faut et il suffit que ladite
structure de catégorie de modeles le soit (cf. 5.2.15), ce qui donne une caractérisation
supplémentaire des localisateurs fondamentaux propres.

4.4. Types d’homotopie localement constants

4.4.1 — Soient W un localisateur fondamental, et A une W-catégorie test locale.
Les foncteurs N i, et i% respectent les W-équivalences (cf. 4.1.26, 4.1.29 et 4.3.14),
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et par conséquent induisent pour chaque petite catégorie I, une paire de foncteurs
adjoints

Nig: Hyy A() —= HyA(I) et 74 HyyA(l) — H,, AT)

Proposition 4.4.2 — Le foncteur Ni , : H, A(I) — }[wﬁ(l) est conservatif.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate des corollaires 1.4.7 et 1.4.8, de
égalité N ! WE = W (cf. 4.1.26 et 4.1.29), et de la définition des W-équivalences
dans A. O

Proposition 4.4.3 — Pour tout foncteur entre petites catégories u : I —= J, on a un
isomorphisme canonique dans H,, A(J)

Autrement dit, le carré ci-dessous est commutatif a isomorphisme de foncteurs prés.

-~ N, ~
H, A1) —2 2 A1)

L l lL

H,, A(J) i H,,A(T)

Démonstration. — Cela résulte du fait que Lu, N7, et N7, Lu, sont des adjoints &
gauche du foncteur 7 u* = u*7}. o

Lemme 4.4.4 — Soient W un localisateur fondamental, et i : A — Cat un W-fonc-
teur test local tel que pour tout objet a de A, la catégorie i(a) admette un objet final
eq. Alors pour toute petite catégorie C, le foncteur

(qC,Oéc)A/C:'LA'L*CﬁAXC

est W-asphérique (ou q. désigne la projection canonique de A/C sur A, et ap le
foncteur qui associe & un objet (a, u : i(a) — C) de A/C lobjet u(e,) de C).

Démonstration. — Si (a,c) est un objet de A x C, la catégorie (A/C)/(a,c) est ca-
noniquement isomorphe a la catégorie (A/a)/(C/c) = i (a x i*(C/c)), laquelle est
asphérique puisque i est un foncteur test local, et C'//c une catégorie asphérique. O

Proposition 4.4.5 — Pour tout foncteur entre petites catégories u : I —= J, on a un
isomorphisme canonique dans }[WA(J)

Lu i) ~ 74 Lu, .
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Autrement dit, le carré ci-dessous est commutatif a isomorphisme de foncteurs prés.

H,,A(T) —> 9, A(I)

L l lL

H,,A(J) — H,,A(T)

Démonstration. — Soit v : I — J un foncteur entre petites catégories. On veut
montrer que pour tout foncteur F' de I vers Cat, le morphisme

Lu, 75 (F) — 77 Lu, (F)

induit par adjonction de lidentité u*N7, = Ni,u* est un isomorphisme dans
}[WA(I). En vertu des propositions 4.4.2 et 4.4.3, on remarque qu’il suffit de prouver

que pour tout foncteur F' de I vers 3, le morphisme canonique
Luy N7 475 (F) — N 475 Luy(F)

est un isomorphisme dans }[WK(I ). Or le foncteur N7,7% est le foncteur induit par
le foncteur N i ,i% : ce dernier respecte les W-équivalences en tant que composé de
trois foncteurs ayant la méme propriété. En outre, pour tout ensemble simplicial X,
on a un morphisme naturel

wy Niyit(X)— XxNA

induit par la morphisme de co-unité N i 4% (X) — X et par le morphisme canonique
de Ni,i%(X) vers N A. Ce morphisme wy est une W-équivalence. Pour le voir, on
remarque que si X est le nerf d’une petite catégorie C, alors wy est le nerf du
morphisme g du lemme 4.4.4 correspondant au foncteur test local

i:A— Cat | a+— Ala

et donc ce lemme implique notre assertion dans ce cas. Pour un ensemble simplicial
général X, il existe une W-équivalence N C' — X, ou C' est une petite catégorie (on
peut prendre par exemple C = A/X en vertu de 4.3.16). On obtient donc un carré
commutatif

Ni,i%(C)—=NCx N A

| |

Nii%(X)——=XxNA
dans lequel les fleches verticales ainsi que la fleche horizontale supérieure sont des
W-équivalences. On en déduit aussitot le cas général de notre assertion (& savoir que
le morphisme w ci-dessus est une W-équivalence pour tout ensemble simplicial X).
Il s’ensuit que le foncteur N7 475 est isomorphe au foncteur induit par le foncteur

X+—XxNA.
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Comme ce dernier respecte les monomorphismes ainsi que les W-équivalences, on

conclut en lui appliquant la proposition 3.1.28. O
4.4.6 — La résolution cosimpliciale de Lawvere (cf. exemple 2.3.13)
AN —=A | A=A,

se prolonge de maniére unique & isomorphisme pres en un foncteur commutant aux
petites limites inductives |.|4 : A — A. On a un morphisme de foncteurs canonique
| Ja—=i}

qui est l'identité sur les ensembles simpliciaux A,, n > 0, et qui est défini pour un
ensemble simplicial arbitraire K comme étant le morphisme canonique

|K|a > lim i}y op —= iy lim o >~ K .

AJK AJK

(px désignant le foncteur de A/K vers A qui associe & chaque objet (A, A, — K)
de A/K, l'ensemble simplicial A,). On remarque que pour tout ensemble simpli-
cial K, |[K|a = Real - , K, K étant considéré comme préfaisceau simplicial constant,

A

(cf. 2.3.8), ce qui implique que le foncteur |.|4 envoie les co-équivalences sur des
W-équivalences (d’apres 2.3.27, 4.2.9 et 3.4.36).

Corollaire 4.4.7 — Le morphisme de foncteurs |.|a —= % est une W-équivalence
naturelle.

Démonstration. — On veut prouver que pour tout ensemble simplicial K, le mor-
phisme |K|4 —= % K est une W-équivalence, ou encore, de maniére équivalente
(grace a la forte saturation des A-localisateurs), que c’est un isomorphisme dans
}[w A. Comme les oo-équivalences forment un A-localisateur régulier, les proposi-
tions 3.1.28 et 4.4.5 impliquent qu’il suffit de le vérifier lorsque K est de la forme A,,.
Or dans ce cas, c’est une égalité. O

4.4.8 — Soient W un localisateur fondamental, et A une catégorie test locale. La
résolution cosimpliciale de Lawvere i% A : A — A, définit un foncteur de réalisation

Reali:A:mﬁg.
On obtient ainsi deux foncteurs, i 4, o €t iy Reali: A de A X A vers Cat, qui sont reliés
de la facon suivante.
Proposition 4.4.9 — I existe un foncteur
S:AxA— Cat
et deur W-équivalences naturelles

iAXA<—S—>iAReali;A .

ASTERISQUE 308



4.4. TYPES D’HOMOTOPIE LOCALEMENT CONSTANTS 203

Démonstration. — Il résulte du lemme 4.3.8 que la complétion simpliciale W, du
A-localisateur W = W5 est contenue dans ‘I/VA/X\A. Une vérification facile montre que
les objets cosimpliciaux de A x A, i%A, i3 A x A et A, sont des W ,-résolutions
cosimpliciales. En vertu du lemme 2.3.26, les projections induisent donc des W-équi-
valences naturelles

(i44), = ((5A x A), —= Ay~ 1— .

On pose S =i, A(1%A x A),. On a donc deux W-équivalences naturelles

iAxA(iﬁA)! <~— 8 —igxn -

On remarque que pour tout préfaisceau simplicial X sur A on a l'identification sui-
vante.

ZAXA(ZZA)I(X> ~ iA RealZZA(X) X A

Comme la catégorie A est W-asphérique, la premiere projection induit une W-équi-
valence naturelle

ZAXA(ZEA% — ZA Reali:A 5
ce qui acheve la démonstration. O
Corollaire 4.4.10 — Soient W un localisateur fondamental, et A une catégorie test
locale. Le A x A-localisateur ‘Wm est la complétion simpliciale du A-localisateur
W5. Sip désigne la projection de A x A vers A, alors le foncteur image inverse par

p, allant de la catégorie des préfaisceaux sur A vers celle des préfaisceaux simpliciauz
sur A, respecte les W-équivalences et induit une équivalence de catégories

p* i Hy, A Hyy AxA .
Démonstration. — Cela résulte immédiatement des propositions 2.3.27 et 4.4.9. O

4.4.11 — La construction | a une version duale, notée ici V. Si A est une petite
catégorie, et F' un foncteur de A°? vers Cat, on pose

VF = ([For)™ .

La catégorie VF = VF est appelée la cointégrale du préfaisceau F. On a une
projection canonique

(p:VF — A
définie par
Cr=(0p)”" .
Il est clair que le foncteur
Opop : fF"p — A°P

étant une cofibration, le foncteur ¢ est une fibration.
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N

4.4.12 — Nous allons a présent introduire les constructions duales a celles du pa-
ragraphe 3.3.18 (i.e. en termes de préfaisceaux et de catégories fibrées). Soit A une
petite catégorie. On a le foncteur « catégorie fibrée associée »

E/ : }[om(Aopv Cat) - Cllt/A ’ Fr— (VFv CF) - ((fFop)opa (QF"P)OP)

Si (C,~) est un objet de Cat/A, i.e. un couple formé d’une petite catégorie C, et d’un
foncteur v : C — A, on lui associe un préfaisceau Z(C, ) sur A & valeurs dans Cat
défini par

ar—a\C acObA.

On obtient ainsi un foncteur
E: Cat/A — Hom(A°P, Cat)

Si W est un localisateur fondamental, on rappelle qu'une W-équivalence argument
par arqument de Hom(A°P, Cat) est un morphisme ¢ tel que pour tout objet a de
A, @, soit une W-équivalence. On désigne par WA™ la partie de F1 Hom(A°P, Cat)
formée des W-équivalences argument par argument. On note enfin W5e°° la partie
de Fl(Cat/A) formée des fleches qui sont des W-équivalences colocalement au-dessus
de A.

Lemme 4.4.13— Le foncteur Z' est un adjoint & droite du foncteur Z. En outre, on
a les égalités

A°P —r—1 —_—— A°P
w == MOIOC et ’Wj"loc =='w )
et les morphismes d’adjonction

/ /

(1]

—
—

(1]

€ > 1:7-[am(A°P,Cat) et n: 1Cut/A > =

sont des équivalences faibles naturelles.

Démonstration. — La premiére assertion résulte aussitot de [96, proposition 3.1.2].
En vertu du septieme sorite de 3.3.8, la seconde résulte de (la preuve de) [96, théo-
reme 3.1.4]. Voir aussi [96, remarque 3.1.13]. O

4.4.14 — On définit W /A comme la classe des fleches de Cat/A dont P'image par le
foncteur d’oubli Cat/A — Cat est une W-équivalence. Les éléments de W /A seront
appelés des W-équivalences sur A. On remarque que toute fleche de Cat/A qui est
une W-équivalence colocalement sur A est une W-équivalence sur A (3.3.9). On note
Hot,, /A la localisation de Cat/A par W /A. Cette catégorie sera appelée la catégo-
rie des W-types d’homotopie localement constants sur A. On dira qu’une fleche de
Hom(A°P, Cat) est une W /A-équivalence si son image par le foncteur =’ en est une.
Le lemme 4.4.13 implique aussitot que le foncteur Z respecte les W /A-équivalences, et
que les foncteurs =’ et = induisent des équivalences de catégories quasi-inverses I'une
de l'autre entre les catégories localisées. D’autre part, le foncteur de localisation de

ASTERISQUE 308



4.4. TYPES D’HOMOTOPIE LOCALEMENT CONSTANTS 205

Hom(A°P, Cat) par les W /A-équivalences se factorise par la catégorie Hot,,,(A°P), lo-
calisée de Hom(A°P, Cat) par les W-équivalences argument par argument. On obtient
donc en particulier ’énoncé qui suit.

Proposition 4.4.15— Les foncteurs Z' et 2 induisent des équivalences de catégories
quasi inverses l'une de lautre entre la localisation de la catégorie Hot,p,(AP) par
limage de W /A et la catégorie des W-types d’homotopie localement constants sur A.

4.4.16 — On fixe un localisateur fondamental W. Soit A une petite catégorie. Le
foncteur nerf induit un foncteur

N : Hom(A°P, Cat) — Hom(A? A) ~ Ax A
et en composant avec le foncteur i 4, 5, on obtient un foncteur
iaxa N : Hom(A? Cat) — Cat .
Ce foncteur est relié au foncteur
Va : Hom(AP, Cat) — Cat

de la manieére suivante.
Lemme 4.4.17 — 11 existe une ‘W-équivalence naturelle i y, n N —> V 4.

Démonstration. — Soit F' un préfaisceau sur A & valeurs dans Cat. On a une W-équi-
valence argument par argument i, N F — F (en appliquant le théoréme 4.1.26 &
I'exemple 4.1.29), d’olt une W-équivalence naturelle V4i, N F — V4 F (cf. 3.3.16).
Or un calcul explicite simple montre I'identification Vgin N F = i, o N F, ce qui
acheve la démonstration. O

Proposition 4.4.18 — Le foncteur nerf induit une équivalence de catégories de la lo-
calisation de Hom(A°P, Cat) par les W | A-équivalences vers la catégorie H,,,A < A.

Démonstration. — On sait que le foncteur nerf induit une équivalence de catégories
de Hot,,(A?) vers }[WA(AOP ), et il résulte du lemme ci-dessus qu'un morphisme
de Hom(A°P, Cat) est une W /A-équivalence si et seulement si son nerf est une W-
équivalence dans la catégorie des préfaisceaux simpliciaux sur A, ce qui implique
I’assertion. (]

4.4.19 — Soit A une petite catégorie. On rappelle qu’on a un foncteur
Jac: A—> Cat/A ,

défini par j,X = (A/X,A/X — A), la fleche de A/X vers A étant le foncteur
d’oubli (cf. 3.2.1). Il est immédiat qu'on a I'égalité j,'(W/A) = W;. En particulier
le foncteur j, induit donc un foncteur j, : #,,, A — Hot,, / A.
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Corollaire 4.4.20 — Soient ‘W un localisateur fondamental, et A une W-catégorie
test locale. Alors le foncteur

est une équivalence de catégories.

Démonstration. — Tout ensemble pouvant étre vu comme une catégorie discrete, on
obtient une inclusion pleine

dis : A — Hom(A°P, Cat) .

Si on note p : A x A —= A la premiere projection, et p* : A— A x A le foncteur
image inverse, on vérifie facilement que le diagramme suivant est commutatif.
~ Ja

A—2 cat/A

dis

A x A= Hom(A°P, Cat)
Or le corollaire 4.4.10 implique que le foncteur p* induit une équivalence de catégories
H A —> H,, Ax A
et en vertu de la proposition 4.4.15 (resp. 4.4.18), le foncteur =’ (resp. N) définit une
équivalence de catégories entre la localisation de la catégorie Hom(A°P, Cat) par les

=

W /A-équivalences et la catégorie Hot,,, /A (resp. H,,A x A). On en déduit que les
foncteurs dis et j, induisent aussi des équivalences de catégories entre les catégories
localisées, ce qui acheéve la démonstration. O

Proposition 4.4.21— Soient ‘W un localisateur fondamental, A une W-catégorie test,
et C' une petite catégorie. Le foncteur % : Cat — A induit un foncteur

i*/C: Cat)C — A)i%C , (B, B—C) — (i%,B, i} B — i",C) ,
qui envoie les W/C-équivalences sur des W-équivalences. En outre, ce dernier définit

une équivalence de catégories entre la localisation de E/igc par les W-équivalences
et la catégorie des ‘W-types d’homotopie localement constants sur C.

Démonstration. — Comme A est une W-catégorie test, le morphisme d’adjonction
€ 11 41% —> lgg est une W-équivalence, et la premicre assertion est évidente. D’autre
part, le foncteur i, : A — (Cat induit un foncteur

iy)C: AJinC — Cat/C | (X,€) > (A/X,cciAf),

et le morphisme ¢ définit une W-équivalence naturelle e/C de i 4 /C'i% /C vers 1¢a /-
On vérifie facilement que i ,/C est un adjoint & gauche de % /C, que ¢/C est I'un des
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morphismes d’adjonction, et que (i ,/C)~Y(W/C) = Z;}i* o W. La deuxieme assertion
A
en résulte aussitot (voir [96, lemme 1.3.8]). O

4.4.22 — Soient W un localisateur fondamental, et A une W-catégorie test locale.
On considére un morphisme f : X — Y de préfaisceaux sur A. Le foncteur d’oubli

par f

fiA/X —A)Y | (I,T—=X) > (I,T > v),
respecte les W-équivalences (on a méme Wy /x = f!_l(‘Wg /Y) ), et induit par consé-
quent un foncteur

fro HyyAJX —= H,,AJY .

Proposition 4.4.23— Si W est accessible, un morphisme f : X —=Y de A est une
W-équivalence propre o droite si et seulement si le foncteur d’oubli par f

fi: }[WA\/X — }[WA\/Y
est une équivalence de catégories.

Démonstration. — Le corollaire 4.2.18 permet de donner un sens a ’énoncé qui est
alors un cas particulier de la proposition 1.5.20. o

Corollaire 4.4.24 — Soit f : X — Y un morphisme de préfaisceauz sur A. On sup-
pose qu’il existe un localisateur fondamental accessible W' C W, tel que A soit une
W' -catégorie test locale, et tel que f soit une W'-équivalence propre & droite. Alors
le foncteur f IZ/X — X/Y duit une équivalence de catégories aprés localisation
par les W-équivalences.

Démonstration. — Lorsque W' = W, cela résulte de la proposition précédente. On
remarque que pour toute petite catégorie C', on a une équivalence de catégories cano-
nique
1A qy-la)—17
W@ C ~ W@ W@ C.

Le cas particulier implique donc le cas général. o

Lemme 4.4.25— Soient ‘W un localisateur fondamental, et v : I —= J un mor-
phisme de Cat. On suppose qu’il existe un localisateur fondamental propre W' C W
tel que u soit une W'-équivalence. Alors le foncteur d’oubli par u, de Cat/I wvers
Cat/J respecte les ‘W-équivalences, et induit une équivalence de catégories

u, : Hot,, /I — Hot,, | J .

Démonstration. — La premiere assertion est évidente et ne dépend d’ailleurs pas des
hypotheses faites sur «. Pour montrer la seconde, on choisit une W’-catégorie test A,
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et on remarque qu’on a alors un carré commutatif

Uy

Hot,, /I Hot,,/J

zA/Il le/J

}[‘W AfinI m) }[w AJisJ
dont les fleches verticales sont des équivalences de catégories (en vertu de la pro-
position 4.4.21). Comme le localisateur fondamental W' est propre, i%(u) est une
W'-équivalence propre & droite, et donc le corollaire précédent implique que la fleche
horizontale du bas est une équivalence de catégories, donc celle du haut aussi. O

Proposition 4.4.26 — Soient ‘W un localisateur fondamental, et v : A —= B un fonc-
teur ‘W-asphérique. Alors le foncteur d’oubli par u induit une équivalence de catégories

Démonstration. — Soit W' le localisateur fondamental minimal parmi ceux qui
rendent asphérique le foncteur u. En vertu du corollaire 4.3.28, W’ est propre, et
comme u est W-asphérique, on a inclusion ‘W' C W. L’assertion résulte donc du
lemme ci-dessus. O

Corollaire 4.4.27 — Soient ‘W un localisateur fondamental, et u: A —= B un fonc-
teur W-asphérique entre deux W-catégories test locales. Alors le foncteur image in-
verse
w:B— A
respecte les W-équivalences et induit une équivalence de catégories
u* : Hyy B —= H, A .

Si en outre ‘W est accessible, le foncteur u* est l’adjoint a gauche d’une équivalence
de Quillen.

Démonstration. — En vertu de la proposition 4.2.23, le foncteur u* respecte les W-
équivalences, et on a une W-équivalence naturelle de i ,u* vers ig, laquelle peut
s’interpréter comme un morphisme de w,j, u* vers jp dans Cat/B (u, désignant le
foncteur d’oubli par u, de Cat/A vers Cat/B). On obtient ainsi un carré commutatif
a isomorphisme de foncteurs pres,

#,B #, A
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dont les fleches verticales sont des équivalences de catégories (4.4.20). Vu que la fleche
horizontale du bas est aussi une équivalence de catégories (en vertu de la proposi-
tion ci-dessus), cela prouve la premieére partie du corollaire. La seconde en résulte
aussitot, puisque le foncteur u* : B — A admet un adjoint a droite et respecte les
monomorphismes. O

La proposition suivante généralise la proposition 4.4.21.

Proposition 4.4.28 — Soient ‘W un localisateur fondamental, A une W-catégorie test,
i: A— Cat un W-foncteur test tel que pour tout objet a de A, la catégorie i(a)
admette un objet final, et C' une petite catégorie. Le foncteur i* induit un foncteur

i*/C: Cat/C — A)i*C ,  (B,B —=C)+> (i*B,i*B —= i*C)

qui envoie les W/C-équivalences sur des W-équivalences. En outre, ce dernier définit
une équivalence de catégories entre la localisation de AJi*C par les ‘W-équivalences
et la catégorie des ‘W-types d’homotopie localement constants sur C.

Démonstration. — La premiere assertion résulte du théoréeme 4.1.26. Nous allons
montrer que le foncteur */C induit une équivalence de catégories apres localisation.
On note W’ le localisateur fondamental minimal parmi ceux qui rendent asphériques
les catégories A et A/a X i*Ay, a € Ob A. Le corollaire 4.3.28 implique que W' est
propre, et le théoréme 4.1.26 que i est un ‘W'-foncteur test et que ‘W' C W. En vertu
du théoreme 4.1.26, on a donc une W’ -équivalence naturelle i 4i* — 1. Comme A
est une M'-catégorie test, le morphisme v : i* — % obtenu par adjonction est aussi
une W'-équivalence naturelle. On définit un foncteur p : Cat/C —= A/ 1% C comme
le composé du foncteur i*/C et du foncteur d’oubli induit par v. Le morphisme de
foncteurs v définit une W-équivalence naturelle de p vers i% /C. On obtient ainsi un
diagramme commutatif & isomorphime pres

7t /C —
Hot,, /C / H,, AJiC
m\ el
H,, AJinC

En vertu de la proposition 4.4.21 et du corollaire 4.4.24, les foncteurs 7} /C et v,
sont des équivalences de catégories, et par conséquent, il en est de méme de 7*/C. O

Scholie 4.4.29 — Sous les hypotheses de la proposition ci-dessus, on peut expliciter un
quasi-inverse de I’équivalence de catégories induite par le foncteur i*/C (ce qui fournit
une autre démonstration). On a en effet un morphisme de foncteurs a : 4 ,i* — 14
(3.2.4), et le foncteur ¢ étant un foncteur test, il est en particulier asphérique. Il
résulte donc du théoreme 4.1.26 que le foncteur o est asphérique, et par conséquent,
la proposition 4.4.26 implique que le foncteur d’oubli par a, induit une équivalence de
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catégories de la catégorie des W-types d’homotopie localement constants sur A/i*C
vers celle des W-types d’homotopie localement constants sur C. D’autre part, comme
A/i*C est une W-catégorie test locale, le foncteur j , JivC définit une équivalence de
catégories (4.4.20)

H,AlixC — Hot,,/(A/i*C) .
En composant ces deux foncteurs, on obtient une équivalence de catégories
acyJajive H,,Ali*C —— Hot,, /C .
Nous laissons le lecteur se persuader qu’il s’agit bien la du quasi-inverse annoncé.

Théoreme 4.4.30— Soit W un localisateur fondamental. Si W est propre, alors pour
toute W-catégorie test locale A, le A-localisateur des W-équivalences est propre. Ré-
ciproquement, s’il existe une W-catégorie test locale non vide A telle que Wy soit
propre, alors ‘W est propre.

Démonstration. — Supposons dans un premier temps que W est propre, et con-
sidérons une W-catégorie test locale A. On rappelle que pour tout préfaisceau X
sur A, la catégorie A/X est encore une W-catégorie test locale. Par conséquent, le
foncteur 7, /X induit une équivalence de catégories entre la catégorie homotopique

}[Wg /X et la catégorie des W-types d’homotopie localement constants sur A/ X (co-
rollaire 4.4.20). Soit u : X — Y une W-équivalence. On obtient le carré commutatif

ci-dessous.
U

H,A)X H,,AlY

JA/Xl lJA/Y

Hot,, /(A/X) m Hot,, /(A/Y)

Comme on vient de le rappeler, les foncteurs verticaux sont des équivalences de caté-
gories, et il résulte du lemme 4.4.25 que le foncteur (i ,u), ci-dessus est une équivalence
de catégories. On en déduit que le foncteur w, en est une. Le corollaire 4.2.18 implique,
en vertu du théoreme 1.4.3, que W5 est accessible, et la proposition 4.4.23 montre
donc que u est une W-équivalence propre & droite. On a ainsi prouvé que Wy est
propre.

Supposons & présent qu’il existe une W-catégorie test locale non vide A telle que
W3 soit un A-localisateur propre, et choisissons un objet a de A. Alors A/a est une
TW-catégorie test locale, et comme elle admet un objet final, elle est W-asphérique,
et donc est une W-catégorie test. Comme le foncteur d’oubli U, : A/a ~ E/a — A
commute aux petites limites inductives et respecte les monomorphismes, et comme
‘WX/\G = U;'(W3), la proposition 1.4.20, (¢) implique que le A/a-localisateur des
W-équivalences est accessible. Il résulte alors facilement de la proposition 4.4.23 que ce
A/a-localisateur est propre. Le théoréme 4.3.24 implique donc que ‘W est propre. [
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Remarque 4.4.31— On n’a considéré dans la seconde partie de I’énoncé ci-dessus que
des catégories test locales non vides, car pour tout localisateur fondamental W, la
catégorie vide est test locale, et le @-localisateur Wy est toujours propre, puisque la
catégorie & s’identifie & la catégorie ponctuelle.
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CHAPITRE 5

FACTORISATIONS DE FONCTEURS

5.1. Cofibrations formelles

5.1.1 — Soit I la catégorie engendrée par le graphe

0
aUZl
2

La donnée d’un foncteur F' de I vers Cat revient a celle d’'un diagramme dans Cat de

ao1
—1

la forme

A—" A

B
dans lequel A (resp. A’, resp. B) est 'image de l'objet 0 (resp. 1, resp. 2) de I. On

A=y
3 :/F.
B I

Les objets de cette catégorie sont donc les couples (z, ), ol ¢ est un objet de I, et

note

x est un objet de A, A’ ou B, selon que 1 soit égal & 0, 1, ou 2 respectivement (voir
3.3.13 pour la définition explicite de f F, et [96, 2.3.2] pour une description encore
plus détaillée). Si
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est un carré commutatif de Cat, la construction générale donnée dans [96, 2.2.3] nous
donne un foncteur canonique

A q
(5.1.1.1) K: [« — = B
B
défini par
i'a(x) = Bi(x) si1=0,
K(1,x) =< i'(x) sit=1,
B(x) siz=2.
5.1.2 — Soit W un localisateur fondamental. Un carré commutatif de Cat

A—2= A

1)

!
B—E>B

est W-homotopiquement cocartésien si le foncteur canonique 5.1.1.1 est une ‘W-équi-
valence.

On dira qu'un carré commutatif de Cat est un carré homotopiquement cocarté-
sien absolu si c’est un carré W-homotopiquement cocartésien pour tout localisateur
fondamental W (ou de maniére équivalente, si ¢’est un carré Ws.-homotopiquement
cocartésien).

Les résultats suivants sont des corollaires du paragraphe 2.3 de [96].

Sorites 5.1.3— Soit W un localisateur fondamental.

(a) Tout carré commutatif de la forme

A—"= A

i
B—Q>B

dont les fleches wverticales sont des W-équivalences est W-homotopiquement co-
cartésien.
(b) Si dans un carré W-homotopiquement cocartésien

A—" A

!
B—B>B

le foncteur i est une W-équivalence, il en est de méme de i'.
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(¢) Considérons deux carrés commutatifs de Cat de la forme suivante.

A—Q>'A’L,>A”

B 5 B ——=B”"
Si C est un carré W-homotopiquement cocartésien, pour que le carré C' soit ‘W-ho-
motopiquement cocartésien, il faut et il suffit que le carré composé C' o C le soit.
(d) Pour qu’un carré commutatif de Cat

A—" A

!
B—B>B

soit W-homotopiquement cocartésien, il faut et il suffit que le carré dual

a’P
AP —— AP

FiZd l li/ op

Bop W) BIOP
le soit.
(e) Les carrés W-homotopiquement cocartésiens sont stables par limites inductives
filtrantes.

Démonstration. — Les assertions (a) et (b) sont des conséquences faciles de [96,
proposition 2.3.3]. La preuve de (c¢) peut étre faite en manipulant directement des
morphismes de la forme (5.1.1.1) (exercice laissé au lecteur). Une autre méthode
(moins élémentaire) est la suivante. Il est immédiat que 1’'on peut supposer que W est
accessible. Or une fois choisie une W-catégorie test A, en vertu de la proposition 4.2.7,
un carré commutatif de Cat est W-homotopiquement cocartésien si et seulement
si son image par le foncteur % est un carré homotopiquement cocartésien au sens
de la structure de catégorie de modeles fermée sur A associée & W. L’assertion (¢)
résulte donc des sorites généraux sur les carrés homotopiquement cocartésiens dans les
catégories de modeles fermées. Montrons I'assertion (d). Pour chaque petite catégorie
C, on construit fonctoriellement dans Cat un diagramme de la forme

Cop o 5(C) L) C

comme suit. La catégorie S(C) a pour objets les fleches de C. Si f : a—b
et f/ : a —=0U sont deux objets de S(C), une fleche de f vers f’ est un
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diagramme commutatif dans C de la forme ci-dessous.

a——=p
a’ i> v
Les foncteurs s et ¢ sont définis par les formules
se(f:a—=b)=a et to(f:a—=b)=b.

On vérifie que s et ¢ sont des cofibrations dont les fibres admettent un objet initial,
ce qui implique que ce sont des foncteurs W-asphériques (voir [96, lemmes 1.1.19
et 1.1.20]). Si v : C — D est un foncteur entre petites catégories, on obtient un
Sc
Cor <" 5(0) S

C
u‘“’l lS(u) lu
tp

por <2 §(D) -2~ D :

diagramme commutatif de catégories

to

ou S(u) désigne le foncteur évident défini par

S)(f:a—=1b) = (u(f) : u(a) — u(b)) .
Il est clair que 'on a en particulier défini de la sorte un foncteur S. Si F' désigne le
foncteur de I vers Cat défini par le diagramme

A—"= A

B )

on obtient ainsi un diagramme commutatif de la forme suivante, dans lequel S(F)
désigne le foncteur de I vers Cat composé avec le foncteur S défini ci-dessus.

JFo? <—— [S(F) —= | F

L

J 2 i e — S(B’) - g

Or il résulte de la proposition 3.3.16 que les fleches horizontales de la premiere ligne de
ce diagramme sont des ‘W-équivalences localement au-dessus de I, et donc que ce sont
des W-équivalences. Les fleches verticales du diagramme ci-dessus étant des foncteurs
canoniques de la forme (5.1.1.1), I’assertion (d) en résulte aussitot. Enfin, la stabilité
par limites inductives filtrantes résulte de la fonctorialité des morphismes de la forme
(5.1.1.1), du fait que le foncteur d’intégration commute aux limites inductives, et de
la stabilité des W-équivalences par limites inductives filtrantes (cf. 4.2.22). O
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5.1.4 — Un foncteur entre petites catégories i : A —= B est une cofibration formelle
si tout carré cocartésien de Cat de la forme

A—2= 4

B—— B
B
est un carré homotopiquement cocartésien absolu.

Proposition 5.1.5 — Les cofibrations formelles sont stables par composition, par
images directes, par limites inductives filtrantes, et par rétractes.

Démonstration. — La stabilité par composition et par images directes est une consé-
quence formelle de la définition et du sorite 5.1.3, (¢). Celle par rétractes résulte de la
fonctorialité des morphismes de la forme (5.1.1.1), et de la stabilité des co-équivalences
par rétractes. La stabilité par limites inductives filtrantes est quant a elle conséquence
du sorite 5.1.3, (e). O

Proposition 5.1.6 — Pour qu’un foncteur entre petites catégories u : A —= B soit
une cofibration formelle, il faut et il suffit que le foncteur u°? : A°? — B°P en soit

une.
Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du sorite 5.1.3, (d). O
5.1.7 — Un foncteur i : A — B est un rétracte par déformation s’il existe un fonc-

teur r : B —= A, et un morphisme de foncteurs ¢ : ir — 1p, tels que 17 = 14
et ext1=1;.

Proposition 5.1.8 — Les rétractes par déformation sont stables par images directes.

Démonstration. — Soit

un carré cocartésien de Cat, i étant un rétracte par déformation. Soient r : B — A et
g:ir — lp tels que ri = 14 et exi = 1;. On obtient par la propriété universelle des
images directes un unique morphisme r’ : B’ — A’ tel que r'i’ = 14/ et '8 = ar.
D’autre part, la donnée de € équivaut a celle d'un foncteur encore noté par abus
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€ : A1 X B— B. La relation € xi = 1; s’interprete par la commutativité du carré de
gauche dans le diagramme ci-dessous.

1A1><i 1A1><O¢
Al xB<— A xA——= Ay x A’

B~———A4 A

«

En prenant la limite inductive dudit diagramme, on obtient ainsi un nouveau foncteur
e+ Ay x B'—= B', tel que €'|j0yxp = "1, €'|(13xp = 1pr, et €'(1a, x i) = i'pry
(cela résulte des propriétés analogues pour €). On a ainsi prouvé que i’ est un rétracte
par déformation. O

Corollaire 5.1.9 — Les rétractes par déformation sont des cofibrations formelles.

Démonstration. — Les rétractes par déformation étant des oco-équivalences (ce sont en
particulier des A;-équivalences d’homotopie), cela résulte de la proposition précédente
et du sorite 5.1.3, (a). O

Lemme 5.1.10— Les immersions ouvertes sont stables par les opérations suivantes.

(a) Si dans un carré cocartésien de Cat,

A—2= A

B—— B’ )
B

le foncteur i est une immersion ouverte, alors il en est de méme de i'. En outre, dans
ce cas, ce carré est aussi cartésien, et le cocrible complémentaire B — A de A dans B
est canoniquement isomorphe via 8 au cocrible complémentaire B’ — A’ de A’ dans
BI

(b) Tout composé transfini d’immersions ouvertes est une immersion ouverte.

(¢) Tout rétracte d’une immersion ouverte est une immersion ouverte.

Démonstration. — On rappelle que le foncteur Cat°” — Ens qui associe & chaque
petite catégorie C' I'ensemble Cr(C') de ses cribles est représentable par la catégorie
Ay = {0 — 1}. Plus précisément, la bijection Homg, (C, A1) —= Cr(C) est définie
par u —> u~1(0). Si i est une immersion ouverte, on a donc un carré cartésien

A—={0}

|

B—X>A1
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Le carré considéré étant supposé cocartésien, le foncteur A — {0} induit un unique
foncteur x' : B’ — A; tel que le diagramme suivant soit commutatif.

A—"> A —— {0}

NN

B——— B ——= A
~_
X

-1 S .
On remarque en outre que A’ = x’~ " (0). En effet, Comme les limites inductives sont
universelles dans Cat, on a un carré cocartésien

‘fga)A/
X~1(0) —=x""(0) ’

dont la fleche verticale de gauche est un isomorphisme. On a ainsi prouvé que i’ est
une immersion ouverte. Les carrés

A—— {0} A'—— {0}

|l ed

B—— 4 B —— A
X X

étant cartésiens, on en déduit aussitot que le carré
A—2> A
zl li’
N 57}
B 3 B

Pest aussi. Pour vérifier la derniére assertion de (a), on procéde de la méme maniére :
le cocrible complémentaire B— A de A dans B s’identifie & I'image réciproque x (1),
et on a un carré cocartésien

J—>
P
) —= )

ce qui montre que le foncteur [ induit un isomorphisme de B — A sur B’ — A'.
La stabilité des immersions ouvertes par composition transfinie et par rétractes est
immédiate. O
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Lemme 5.1.11— Tout carré cocartésien de Cat formé d’immersions fermées

A—"= A

B—— B/
B
est un carré homotopiquement cocartésien absolu.

Démonstration. — Si on a un carré cocartésien de la méme forme que dans 1’énoncé
ci-dessus dont toutes les fleches sont des immersions ouvertes, on peut le voir comme
I'image par le foncteur i5 d’un carré cocartésien de préfaisceaux sur B’ formé de
monomorphismes. Or une telle situation définit un carré homotopiquement cocartésien
absolu (cf. [96, proposition 2.3.10]). Ce lemme résulte donc du sorite 5.1.3, (d). O

Lemme5.1.12— Soit i : A —= B wune immersion ouverte. On suppose qu’il existe
un cocrible W de B contenant A tel que Uinclusion de A dans W soit une cofibration
formelle. Alors i est une cofibration formelle.

Démonstration. — Considérons un carré cocartésien de la forme suivante.

A—" A

B 5 B’
Si W' =WIIy A, ce carré peut étre vu comme le composé des carrés cocartésiens

A—a>A'

]

W ——Ww

kl l’“

B —ﬁ> B’
Or comme j est une cofibration formelle, le carré du haut est un carré homotopique-
ment cocartésien absolu. Il s’ensuit qu’il suffit de prouver que le carré du bas est un
carré homotopiquement cartésien absolu. Soit V' (resp. V') le cocrible complémentaire
de A (resp. de A’) dans B (resp. dans B’). On remarque que V N W est le complé-
mentaire de A (resp. de A’) dans W (resp. dans W’). Il résulte donc du lemme 5.1.10,
(a), que (8 (resp. w) induit un isomorphisme V ~ V' (resp. VN W ~ V' N W’). On
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remarque enfin que B =V UW (resp. que B’ = V' UW’). On en déduit qu’on a les
carrés cocartésiens suivants.

VoW —WwW —W'
\% B B’

Or toutes les fleches du carré de gauche et du carré composé sont des immersions
fermées, et par conséquent, en vertu du lemme 5.1.11, ceux-ci sont des carrés homoto-
piquement cocartésiens absolus. Le sorite 5.1.3, (¢) implique donc que le carré de droite
est un carré homotopiquement cocartésien absolu, ce qui achéve la démonstration. O

Proposition 5.1.13 — Soit i : A — B une immersion ouverte. On suppose qu’il existe
un cocrible W de B contenant A tel que l'inclusion de A dans W soit un rétracte par
déformation. Alors i est une cofibration formelle.

Démonstration. — En vertu du corollaire 5.1.9, cela résulte du lemme précédent. [l

5.1.14 — Si W est un localisateur fondamental, on appellera cofibration formelle ‘W-
triviale tout foncteur entre petites catégories qui est a la fois une cofibration formelle
et une W-équivalence.

Proposition 5.1.15— Les cofibrations formelles W-triviales sont stables par compo-
sition, images directes, limites inductives filtrantes, et rétractes.

Démonstration. — Cela résulte du sorite 5.1.3, (b), de la proposition 5.1.5, et de la
stabilité des W-équivalences par limites inductives filtrantes et par rétractes. o

Proposition 5.1.16 — Les W-équivalences sont stables par image directe le long d’une
cofibration formelle.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du sorite 5.1.3, (b). O

5.2. Structures de catégorie de modeles de Thomason

Proposition 5.2.1 — Soit o un cardinal. Toute petite catégorie dont le nerf est un
ensemble simplicial a-accessible est a-accessible dans Cat.

Démonstration. — On vérifie immédiatement que les ensembles ordonnés A,,, n > 0,
sont des objets de présentation finie (i.e. 0-accessibles) dans Cat. Cela implique en
particulier que le foncteur nerf N commute aux petites limites inductives filtrantes
(i.e. qu'il est O-accessible). Soit C une petite catégorie telle que N C' soit a-acces-
sible. On considere un ensemble ordonné a-filtrant I, et un foncteur F' de I dans Cat.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2006



222 CHAPITRE 5. FACTORISATIONS DE FONCTEURS

Comme le foncteur nerf est pleinement fidele, on obtient les bijections canoniques

suivantes
lim Hom g (C, F) = lim Homz (N C, N F)
' = HIomﬁ(N C,lim N F)
= Homz (N C, ]\;hgm)F)
I
= HomCut(Cah_rn,F) )
I
ce qui prouve l'assertion. O

Corollaire 5.2.2 — Toute petite catégorie est accessible. En particulier, tout ensemble
de fleches de Cat permet l’argument du petit objet.

Démonstration. — Cela résulte de la proposition 5.2.1 et du fait que tout ensemble
simplicial est accessible. O

Corollaire 5.2.3 — Soit I un ensemble de foncteurs entre petites catégories. Pour que
tout élément de l(r(I)) soit une cofibration formelle, il suffit que tout élément de I en
soit une. De méme, si ‘W est un localisateur fondamental, pour que tout élément de
I(r(I)) soit une cofibration formelle W-triviale, il suffit que tout élément de I le soit.

Démonstration. — Cela résulte de argument du petit objet appliqué a I (1.2.23) et
des propositions 5.1.5 et 5.1.15 respectivement. o

5.2.4 — Un foncteur u : A — B entre petites catégories est un morphisme de Dwyer
s’il est une immersion ouverte, et s’il existe un cocrible W de B contenant A tel que
Iinclusion de A dans W admette un adjoint a droite.

Proposition 5.2.5 — Tout morphisme de Dwyer est une cofibration formelle.

Démonstration. — Toute inclusion pleine admettant un adjoint a droite étant en par-
ticulier un rétracte par déformation, cela résulte de la proposition 5.1.13. O

5.2.6 — Si cat : A — Cat désigne P’adjoint & gauche du foncteur nerf, et si Sd? :
A — A désigne le foncteur de subdivision barycentrique itéré deux fois (2.1.26), on
obtient un foncteur

cat Sd* : A —= Cat ,
lequel admet pour adjoint a droite le foncteur
Ex? N : Cat — A ,

Ez? désignant le foncteur Ez (adjoint & droite de Sd), itéré deux fois.
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Lemme 5.2.7 — Pour tout compleze simplicial combinatoire (E,®) (2.1.33), on a des
isomorphismes canoniques

N cat Sd* k*(E,®) ~ N & ~ Sd N & ~ Sd* *(E, P)
(ot @ est muni de la structure d’ensemble ordonné induite par Uinclusion).

Démonstration. — Cela résulte immédiatement du lemme 2.1.37. O

Lemme 5.2.8 — Soit E — F une inclusion pleine d’ensembles ordonnés. Alors
Uimage de celle-ci par le foncteur £ (cf. 2.1.26), EE — EF, est un morphisme de
Dwyer.

Démonstration. — L’inclusion d’ensembles ordonnés £ — &F' est trivialement un
crible. D’autre part, le cocrible W engendré par £ E dans £F est formé des S C F tels
que S N E soit non vide. On définit un foncteur r : W — ¢F par S +—= SN E. Une
vérification immédiate montre que celui-ci est un adjoint a droite de 'inclusion de £¢F
dans W. O

Proposition 5.2.9 — Pour tout n > 0, le foncteur cat Sd?9A,, — cat Sd* A, est un
morphisme de Dwyer, et donc, en particulier, une cofibration formelle.

Démonstration. — On rappelle que I'inclusion canonique i, : 04,, — A, est induite
par l'inclusion de complexes simpliciaux combinatoires

(An;aén) — (AnagAn) ,

ou 9P, est 'ensemble des sous-ensembles non vides de A,,, différents de A,, (2.1.34).
Comme le foncteur nerf est pleinement fidele, la formule du lemme 5.2.7 montre
que Vimage de i, par cat Sd* est Pimage par € de l'inclusion d’ensembles ordonnés
00, — £A,,. La proposition 5.2.5 et le lemme 5.2.8 impliquent donc ’assertion. O

Corollaire 5.2.10 — Le foncteur cat Sd* envoie les monomorphismes de A sur des
cofibrations formelles.

-~

Démonstration. — Comme les inclusions de bord forment un modele cellulaire de A,
cela résulte aussitot du fait que cat Sd* commute aux petites limites inductives, de
Pargument du petit objet (1.2.23), et de la proposition 5.1.5. o

Lemme 5.2.11— Pour tout couple d’entiers n et k, n > 1, 0 < k < n, le foncteur
canonique cat Sd* AF —~ cat Sd? A, est une cofibration formelle Whe-triviale.

Démonstration. — En vertu du corollaire ci-dessus, du lemme 5.2.7, et en repre-
nant les notations de 2.1.34, il s’agit de montrer que é®F —= ¢2A,, est une oo-
équivalence, ou encore, de maniere équivalente, que le morphisme d’ensembles simpli-
ciaux Sd* A¥ —= 8d*® A, est une extension anodine. Or cela résulte immédiatement
du corollaire 2.1.27. O
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Théoréme 5.2.12Thomason[124]). — La catégorie Cat des petites catégories admet
une structure de catégorie de modéles fermée propre et a engendrement cofibrant, dont
les équivalences faibles sont les co-équivalences. Les cofibrations sont engendrées par
l’ensemble I, formé des cofibrations formelles

cat Sd? 0A,, — cat Sd? A, , n=0,
et les cofibrations triviales par l’ensemble J, formé des fleches
catSdQ/lZ—> catSdQAn , n=21,0<k<n.

Le couple de foncteurs adjoints (cat Sd?, Ex? N) définit une équivalence de Quillen
de la catégorie des ensembles simpliciaux vers celle des petites catégories. En outre,
les foncteurs cat Sd* et Ex® N respectent les équivalences faibles, et les morphismes
d’adjonction

cat Sd* Ez> N — leaw et 13 — Ez? N cat Sd?

sont des co-équivalences naturelles.

Démonstration. — En vertu de la proposition 2.3.19, on a une oco-équivalence na-
turelle N —= Ez® N. Par conséquent, (Ez®> N)~%i ' Wy, = Wy 1l résulte d’autre
part du corollaire 5.2.3 et du lemme 5.2.11 que {(r(J)) C Wso, et comme en vertu
du corollaire 5.2.2, tout ensemble de fleches de Cat permet I’argument du petit objet,
la proposition 1.4.23 implique que 'on a bien défini ainsi une structure de catégorie
de modeles fermée sur Cat dont toutes les cofibrations sont des cofibrations formelles
(5.2.3, 5.2.9). La propreté a gauche de cette structure est assurée par la proposi-
tion 5.1.16. La propreté a droite résulte de la propreté du A-localisateur igl Wy, et
du fait que Ez? N respecte les fibrations (par définition d’icelles) et commute aux
produits fibrés. Il est par ailleurs immédiat que le couple (cat Sd*, Ez* N) est une ad-
jonction de Quillen. Comme tous les ensembles simpliciaux sont cofibrants, le lemme
de Ken Brown [74, lemme 1.1.12] implique que le foncteur cat Sd? respecte les équi-
valences faibles. Pour conclure, vue la forte saturation des oco-équivalences, il suffit
donc de montrer que le foncteur Ez? N induit une équivalence de catégories apres
localisation, ce qui résulte aussitot de la propriété analogue pour le foncteur nerf. O

5.2.13 — On appellera cofibrations de Thomason les cofibrations pour la structure
de catégorie de modeles fermée ci-dessus. Il est immédiat que toute cofibration de
Thomason est une cofibration formelle. De méme, on appellera fibrations de Thomason
triviales les fibrations triviales au sens de cette structure de catégorie de modeles
fermée (i.e. les fleches vérifiant la propriété de relevement & droite relativement aux
cofibrations de Thomason).

Lemme 5.2.14— Pour tout localisateur fondamental W, le foncteur cat Sd* respecte
les ‘W-équivalences.
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Démonstration. — Toute oo-équivalence étant une W-équivalence, il résulte de la
derniere assertion du théoreme ci-dessus qu’un morphisme d’ensembles simpliciaux f
est une W-équivalence si et seulement si Ez? N cat Sd* f en est une, et donc si et
seulement si N cat Sd? f est une W-équivalence, ce qui implique aussitét Iassertion.

O

Théoréme 5.2.15— Pour tout localisateur fondamental accessible W, la catégorie Cat
des petites catégories admet une structure de catégorie de modéles fermée propre a
gauche a engendrement cofibrant, dont les cofibrations sont les cofibrations de Tho-
mason, et dont les équivalences faibles sont les W-équivalences. En outre, pour que
cette structure soit propre (a droite), il faut et il suffit que W soit propre.

Démonstration. — L’existence de cette structure, ainsi que la propreté a gauche s’éta-
blit en invoquant les mémes arguments que pour celle du théoréme 5.2.12 (grace aux
corollaires 5.2.3, 5.2.10 et au lemme 5.2.14). Si W est propre, alors i ' W est propre,
et la propreté de la structure de catégorie de modeles fermée sur Cat s’obtient comme
ci-dessus en utilisant le foncteur Ez? N, car dans cette situation encore, par construc-
tion, une fleche de Cat est une fibration (resp. une équivalence faible) si et seulement
si son image par Ez? N en est une dans A. Tl reste donc & vérifier que réciproquement,
si cette structure de catégorie de modeles fermée est propre, alors W est propre. Sup-
posons que c’est le cas, et considérons une W-catégorie test A, et u : X —=Y un
morphisme de préfaisceaux sur A. On obtient un carré commutatif de catégories (les
fleches horizontales sont induites par les foncteurs d’oubli évidents)

u

H,,AX H,,AlY

JA/xl lJA/Y

Hot,,/(A/X) m Hot,,/(A/Y)

dont les fleches verticales sont des équivalences de catégories (4.4.20). Si u est une W-
équivalence, alors en vertu de la proposition 1.5.20 appliquée & Cat, le foncteur (i 4u)
est une équivalence de catégories, ce qui implique qu’il en est de méme du foncteur
w. Une nouvelle application de la proposition 1.5.20 (cette fois a g) montre donc que
u est une équivalence faible propre a droite, ce qui achéve la démonstration. O

5.2.16 — Si W est un localisateur fondamental accessible, la structure de catégorie
de modeles fermée sur Cat définie dans le théoreme précédent sera appelée la structure
de catégorie de modéles de Thomason associée ¢ ‘W. On appellera alors ‘W-fibrations
de Thomason les fibrations de cette structure de catégorie de modeles fermée. Une
petite catégorie A sera dite W -fibrante si le foncteur de A vers la catégorie ponctuelle
est une W-fibration de Thomason.
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Proposition 5.2.17 — Si u : A — B est une W-fibration de Thomason, alors pour
tout objet b de B, la catégorie A/b est ‘W-fibrante.

Démonstration. — Le foncteur u/b: A/b —> B/b est une W-fibration de Thomason,
puisqu’il est obtenu & partir de u par changement de base. 11 suffit donc de prouver que
B/b est ‘W-fibrante. On est donc ramené & démontrer que si C' est une petite catégorie
admettant un objet final, alors le foncteur de C' vers la catégorie ponctuelle est une
fibration de Thomason triviale. Or cela résulte aussitot du fait que les cofibrations
de Thomason sont en particulier des immersions ouvertes (grace au lemme 5.1.10, &
Pargument du petit objet, et & la proposition 5.2.9) et du lemme 4.1.16. o

5.2.18 — Soit W un localisateur fondamental accessible. Un foncteur entre petites
catégories u : A —= B est une W-bifibration de Thomason s’il est une W-fibration
de Thomason, et s’il en est de méme du foncteur u°? : A°? — B°P,

Il résulte du septieme sorite de 3.3.8 et du théoreme 5.2.15 que Cat admet une
structure de catégorie de modeles fermée propre a gauche et a engendrement cofibrant
dont les équivalences faibles sont les W-équivalences, et les fibrations, les foncteurs
u: A — B tels que u°? : A°’? — B°P soit une W-fibration de Thomason (et bien
stir, cette structure est propre si et seulement si W est). Cette structure sera appelée
la structure de catégorie de modéles fermée duale associée a ‘W. On en déduit 1'énoncé
suivant.

Proposition 5.2.19 — Pour tout localisateur fondamental accessible W, la catégorie
des petites catégories admet une structure de catégorie de modéles fermée propre a
gauche et o engendrement cofibrant dont les équivalences faibles sont les W-équiva-
lences, et les fibrations, les W-bifibrations de Thomason. Cette structure de catégorie
de modéles fermée est propre si et seulement si ‘W est propre.

Démonstration. — On note CatZZn (resp. Cat;’;ale) la catégorie Cat munie de la struc-
ture de catégorie de modeles fermée (& engendrement cofibrant) de Thomason (resp.
duale) associée & W. On obtient de la sorte une catégorie de modeles fermée produit

Cat”

can X Cat%ale. On définit un foncteur

G: Catzgn X Cat%ale — (Cat
par G(A, B) = ATl B°?, et un foncteur
D: Cat — Catzzn X Cat%ale

par D(C) = (C,C°P). 1l est clair que G est un adjoint & gauche du foncteur D. On
remarque qu’un foncteur entre petites catégories est une W-équivalence (resp. est une
W-bifibration de Thomason) si et seulement si son image par le foncteur D est une
équivalence faible (resp. une fibration). Pour conclure, il suffit donc de prouver que
les hypothéses de la proposition 1.4.23 sont vérifiées, ce qui résulte immédiatement
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du corollaire 5.2.3, des sorites 3.3.8, et des propositions 5.1.5 et 5.1.6. L’assertion
concernant la propreté est conséquence du théoreme 5.2.15 et du corollaire 1.5.21. [

Remarque 5.2.20— La structure de catégorie de modeles fermée obtenue dans la
proposition précédente est définie de telle maniere que 'automorphisme de Cat qui
associe a une petite catégorie C sa catégorie duale C°P respecte les équivalences
faibles, les cofibrations, et les fibrations.

5.3. Approximations propres et lisses

5.3.1 — Soit W un localisateur fondamental.
Un foncteur u : A — B est W-propre, ou plus simplement, propre, si pour tout
objet b de B, le foncteur canonique

Ay —A/b . ar—(a,1p)

est ‘W-coasphérique.
Dualement, un foncteur u : A — B est W-lisse, ou plus simplement, lisse, si pour
tout objet b de B, le foncteur canonique

Ay, —D\A a+— (a,1p)
est W-asphérique (ce qui revient & dire que le foncteur u°? : A°? — B°P est propre).
Exemple 5.3.2— Toute précofibration est propre, et toute préfibration est lisse (cela

résulte aussitot de 3.3.8 et de 3.3.12). En particulier, toute immersion ouverte (4.1.15)
est lisse, et dualement, toute immersion fermée est propre.

5.3.3 — Les résultats qui vont suivre sont tous démontrés dans [96]. Ils ne concernent
que les foncteurs propres. Par dualité, ils impliquent des énoncés analogues pour les
foncteurs lisses que nous laissons au lecteur de loisir d’expliciter.

Proposition 5.3.4 — Soit u : A — B un morphisme de Cat. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(a) u est propre;
(b) pour tout objet a de A, les fibres du morphisme

a\A — b\B b=u(a) ,

induit par u, sont asphériques ;
(c) pour tout morphisme B' = Ay — B de Cat, si l'on forme le carré cartésien

A =AxgB ——= A

L

B — B )
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Uinclusion Ay — A’, de la fibre de A’ au-dessus de l'objet 1 de B’ = A;, est un
morphisme coasphérique ;

(d) pour toute fleche fo : by — by de B, et tout objet ag de Ap,, la catégorie
A(ao, fo) dont les objets sont les fleches f : ag — a de source ag qui relévent fo
(u(f) = fo), et dont les morphismes sont les triangles commutatifs

ag
/'
@ —Fg—>d
avec g morphisme de Ap, (u(g) = 1p,), est asphérique.

Démonstration. — Voir [96, proposition 3.2.3]. O

Remarque 5.3.5— La proposition ci-dessus implique que v : A — B est propre si et
seulement si pour tout objet b de B, le foncteur canonique b\ A — b\ B est propre
[96, lemme 3.2.7]. Or ces derniers sont des foncteurs dont les fibres sont asphériques,
ce qui a son intérét en vertu des corollaires suivants.

Corollaire 5.3.6 — Les morphismes propres sont stables par changement de base, au-
trement dit, pour tout carré cartésien dans Cat

A——=A
B —=B ’
st u est propre, il en est de méme de u'.

Démonstration. — Voir [96, corollaire 3.2.4]. O

Corollaire 5.3.7 — Un foncteur propre est asphérique si et seulement s’il est univer-
sellement une équivalence faible (i.e. s’il est une équivalence faible et le reste apres
tout changement de base).

Démonstration. — On voit facilement qu’un foncteur propre est asphérique si et seule-
ment si ses fibres sont asphériques. Les foncteurs propres étant stables par changement
de base en vertu du corollaire précédent, et les foncteurs a fibres asphériques étant
stables par changement de base pour des raisons évidentes, cela implique ce corol-
laire. O

Proposition 5.3.8 — Les morphismes propres sont stables par composition.

Démonstration. — Voir [96, proposition 3.2.10]. O
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5.3.9 — Les notions de foncteurs propres et de foncteurs lisses vont jouer un grand
role dans la suite du texte, en particulier dans la construction de carrés homotopique-
ment cartésiens dans Cat. En fait on s’attend a ce que les foncteurs a la fois propres et
lisses jouent le roles de « fibrations formelles » en un sens homotopique adéquat (voir
par exemple le corollaire 6.4.8 ainsi que le théoréme 6.4.15, et son corollaire). Cela
explique pourquoi on peut aussi s’attendre a ce qu'il existe une structure de catégorie
de modeles fermée sur Cat dont les équivalences faibles sont les ‘W-équivalences, et
telle que toute fibration (au sens de cette structure de catégorie de modeles) soit &
la fois propre et lisse. Ce qui suit consiste & obtenir (un peu de force, il faut bien
Pavouer) une telle structure & partir de celle donnée par la proposition 5.2.19.

Proposition 5.3.10 — Soient W un localisateur fondamental, et u : A —= B un fonc-
teur entre petites catégories. On note v le foncteur canonique

v: Hom(Ay, A) — A x g Hom(Aq, B)
correspondant au carré commutatif

Hom(Ay, A) — Hom(Aq, B)

l |

A B

dont les fléches verticales sont induites par Uinclusion {0} —= A;. Pour que le fonc-
teur u soit W-propre, il faut et il suffit que les fibres du foncteur v soient ‘W-asphé-
riques.

Démonstration. — Un objet de A x g Hom(A;, B) correspond & un couple (a, f) dans
lequel a est un objet de A, et f : b— 1" une fleche de B tels que ua = b. Or
il est immédiat que la fibre de v au-dessus de (a, f) est la catégorie A(a, f) de la
condition (d) de la proposition 5.3.4, ce qui implique aussitdt ’assertion. o

Proposition 5.3.11— Soit i : A — B une immersion fermée de petites catégories.
Le foncteur canonique

JiBx{0JUAX A =B x{0}Haxq0y Ax A —= B x4

induit par Uinclusion {0} —= A1, est un rétracte par déformation.

Démonstration. — On vérifie que B x {0} 114, 103 A x A; s’identifie a la sous-catégorie
pleine de B x Ay formée des objets de la forme (a,e), avec a dans A et e =0, 1, ou de
la forme (b, 0), avec b dans B (exercice facile laissé au lecteur). On définit un foncteur

r:Bx A — Bx{0}UAx A,
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par r(a,e) = (a,e), pour a dans A et e = 0,1, r(b,0) = (b,0), pour b dans B,
et r(b,1) = (b,0), pour b dans le complémentaire de A. Le fait que cela définis-
se bien un foncteur (avec les définitions évidentes pour les fleches) résulte immé-
diatement du fait que A est un cocrible de B. Il est clair que 7j est I'identité de
B x {0} U A x Ay, et on définit un morphisme de foncteurs ¢ : jr — 1pxa, de la
seule maniere raisonnable possible : €(; ) est I'identité si b est dans A ou si e =0, et
est le morphisme (b,0) — (b, 1) lorsque b n’est pas dans A et e = 1. Il est clair que
r et € font de j un rétracte par déformation. O

5.3.12 — On note L ’ensemble des foncteurs de la forme
cat Sd* A, x {1} U cat Sd? OA, x Ay —= cat Sd®> A, x Ay

pour n > 0. On désigne par P ’ensemble des foncteurs de la forme u°? : A°? — B°P,
pour v : A — B dans L.

Un foncteur entre petites catégories sera dit fortement lisse (resp. fortement propre)
s’il vérifie la propriété de relevement a droite relativement & L (resp. relativement a P).
Un foncteur sera dit fortement propre et lisse s’il est fortement propre et fortement
lisse.

On vérifie aussitot qu’'un foncteur u est fortement propre si et seulement si u°? est
fortement lisse.

Proposition 5.3.13 — Tout foncteur fortement propre (resp. fortement lisse) est
propre (resp. lisse) pour tout localisateur fondamental.

Démonstration. — Un argument standard d’adjonction montre que si un foncteur
u: A — B est fortement propre, alors le foncteur v de la proposition 5.3.10 vérifie la
propriété de relevement a droite relativement aux morphismes du type

(cat Sd? 8A,)” — (cat Sd> A,)” |

pour tout n > 0. Autrement dit, le foncteur v°? est une fibration de Thomason triviale.
En particulier, le foncteur v°P est une équivalence faible universelle, ce qui implique
qu’il en est de méme de v (voir 3.3.8). La proposition 5.3.10 implique donc que u est
un foncteur propre. On en déduit, par une nouvelle application du septiéme sorite
de 3.3.8, que tout foncteur fortement lisse est lisse. o

Théoréeme 5.3.14— Soit ‘W un localisateur fondamental accessible. Alors la caté-
gorie des petites catégories admet une structure de catégorie de modéles fermée
propre a4 gauche et a engendrement cofibrant dont les équivalences faibles sont les
W-équivalences, et les fibrations, les W-bifibrations de Thomason fortement propres
et lisses. En particulier, toutes les fibrations au sens de cette structure de catégorie
de modéles fermée sont des foncteurs W-propres et W-lisses. En outre, pour que
cette structure de catégorie de modéles fermée soit propre, il faut et il suffit que le
localisateur fondamental W soit propre.
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Démonstration. — En vertu du corollaire 5.1.9 et du septieme sorite de 3.3.8 et des
propositions 5.1.6, 5.2.9 et 5.3.11, tous les éléments de L U P sont des cofibrations
formelles W-triviales. La proposition 5.2.19 montre que Cat admet une structure de
catégorie de modeles fermée a engendrement cofibrant dont les équivalences faibles
sont les W-équivalences, et les fibrations, les W-bifibrations de Thomason. Soit (I, .J)
un couple qui engendre cette structure de catégorie de modeles fermée. Posons I’ =
IULUP, et J' = JULUP. Un morphisme de Cat vérifie la propriété de relevement a
droite relativement & I’ (resp. & J') si et seulement s’il est & la fois une W-bifibration
de Thomason triviale (resp. une W-bifibration de Thomason) et un foncteur fortement
propre et lisse. Il est donc clair qu’un élément de r(J') est dans r(I') si et seulement
g’il est une W-équivalence. D’autre part, il résulte de 'argument du petit objet (5.2.3)
que tous les éléments de I(r(I")) (resp. de I(r(J’)) sont des cofibrations formelles (resp.
des cofibrations formelles W-triviales). On en déduit que I(r(J")) = I(r(I")) N W. En
effet, si u est dans {(r(I')) N W, 'argument du petit objet appliqué & J' nous donne
une factorisation de u de la forme u = pi, ol ¢ est dans [(r(J)), et p dans r(J’). Mais
alors, comme ¢ est une W-équivalence, p est dans r(I') = r(J') N W, ce qui implique
que u est un rétracte de 4, et donc qu’il est dans I(r(J')). L’argument du petit objet
assurant lexistence des factorisations de ’axiome CM5, on en déduit que Cat admet
une structure de catégorie de modeles fermée engendrée par le couple (I, J’) dont les
équivalences faibles sont les ‘W-équivalences, et les fibrations, les W-bifibrations de
Thomason fortement propres et lisses. Les assertions concernant la propreté résultent
de leurs analogues dans la proposition 5.2.19 et du corollaire 1.5.21. Le fait que les
fibrations au sens de cette structure soient propres et lisses découle de la proposition
précédente. O
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CHAPITRE 6

CHANGEMENTS DE BASE HOMOTOPIQUES

6.1. Propreté et asphéricité

Proposition 6.1.1 — Soient ‘W un localisateur fondamental propre, et A une W-caté-
gorie test locale. On considére un morphisme p: X —=Y de préfaisceaur sur A. Les
assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Le morphisme p est une W-fibration faible de préfaisceauz sur A.
(ii) Pour tous carrés cartésiens de préfaisceauzr sur A

X//_i>X/_>X

A )

Y' —=Y —Y ’

siY" et Y' sont ‘W-asphériques, alors i est une W-équivalence.
(iii) Pour tous carrés cartésiens de préfaisceauz sur A

X" — X' —> X

A

Y/ —Y —Y )

st Y" est représentable et siY' est ‘W-asphérique, alors i est une W-équivalence.

Démonstration. — 1l est immédiat que (i) implique (i) et que (i) implique (éii).
Montrons que (é) implique (7). Le A-localisateur W; étant régulier et propre
(voir 4.2.9 et 4.4.30), il suffit de vérifier le critere donné par le corollaire 3.4.49.
Soit s : a —=Y un morphisme d’'un préfaisceau représentable a sur A vers Y.
On le factorise en une W-cofibration triviale j : a —= E suivie d’'une W-fibration
q : B —=Y. Le préfaisceau a étant W-asphérique et j étant une W-équivalence,
le préfaisceau E est W-asphérique. L’hypothese faite sur p implique donc que le
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morphisme image inverse a xy X —= E xy X est une W-8quivalence. Autrement
dit, le carré commutatif

a Xy X—X
|k
@ ——7 Y
est homotopiquement cartésien au sens de Wy, ce qu'’il fallait démontrer. o

Corollaire 6.1.2 — Soit ‘W un localisateur fondamental propre. On considére un mor-
phisme d’ensembles simpliciaux p : X —= Y. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes.

(i) Le morphisme p est une W-fibration faible d’ensembles simpliciauz.
(ii) Pour tous carrés cartésiens d’ensembles simpliciaux

X//_i>X/_>X

A

Y'—Y ——Y ’

st Y" et Y' sont les nerfs de petites catégories W-asphériques, alors i est une ‘W-
équivalence.
(iii) Pour tous carrés cartésiens d’ensembles simpliciaux

X//;X/%X

A

Y'—Y' ——Y ’

siY" et Y' sont ‘W-asphériques, alors i est une W-équivalence.

Démonstration. — 11 est clair que (i) implique (i), et la proposition précédente
montre que (#¢) implique (7). Pour montrer que (i) implique (#), on utilisera le
A/Y-localisateur W formé des fleches Y — Y” au-dessus de Y telles que si on
forme les carrés cartésiens

X//_i>X/_>X

A )

Y'—Y —Y ’
J

le morphisme 4 soit une ‘W-équivalence. La proposition 2.2.5 implique que W contient
les co-équivalences. Or si Y” — Y est un morphisme au-dessus de Y entre ensembles
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simpliciaux W-asphériques, on a un carré commutatif au-dessus de Y

N(A/Y") — = N(A/Y)

l l

)

dans lequel les fleches verticales sont des oo-équivalences (grace a la proposi-
tion 4.3.16), et la fleche horizontale supérieure est une W-équivalence. On en déduit
que Y —= Y’ est aussi une W-équivalence, ce qu’il fallait démontrer. O

Proposition 6.1.3 — Soient ‘W un localisateur fondamental propre, et A une ‘W-ca-
tégorie test locale. On suppose donnée une classe A de préfaisceaur sur A. Pour
chagque préfaisceau X sur A, on note Wy le A/X -localisateur régulier engendré par
les morphismes entre éléments de A au-dessus de X. On suppose que les hypothéses
suivantes sont vérifiées.

(a) Tout élément de A est un préfaisceau W-asphérique, et tout préfaisceau repré-
sentable est dans 4.

(b) Pour tout préfaisceau X sur A, le A/X -localisateur W est accessible.

(¢) Pour tout préfaisceau représentable a sur A, tout morphisme entre préfaisceaux
W-asphériques au-dessus de a est dans W,,.

(d) Pour qu’un morphisme p: X —=Y soit une W-fibration faible de préfaisceaux
sur A, il suffit que pour tous carrés cartésiens

X//_i>X/_>X

Ak

Y'—Y ——Y

avec Y" et Y’ dans A4, le morphisme i soit une ‘W-équivalence.

Alors W5 est le A-localisateur régulier engendré par les morphismes entre éléments
de 4.

Démonstration. — Soit W le A-localisateur régulier engendré par les morphismes
entre éléments de 4. Pour montrer que W = W3, on décompose la preuve comme
suit.

6.1.3.1 — Toute W-équivalence est une W-équivalence.

On sait que W5 est régulier (4.2.9), et il est clair qu’il contient les morphismes
entre préfaisceaux W-asphériques sur A, ce qui implique aussitot 1’assertion en vertu
de 'hypothese (a).

6.1.3.2 — Pour tout élément X de A, les Wy -équivalences forment un A/X -locali-
sateur propre.
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Dans ce cas, il résulte aussitot de (a) et du théoreme 4.2.15 (ou plus précisément
de la remarque qui le suit) que Wy est le A/X-localisateur test correspondant au
localisateur fondamental modelable par A/X engendré par les foncteurs de la forme
A/X" — e pour tout élément X' de A4 et toute fleche de X' vers X. Il résulte
d’autre part de (b) et d’une nouvelle application du théoréme 4.2.15 que ce localisateur
fondamental est accessible. Vu qu’il est & engendrement asphérique par construction,
I’assertion est a présent une simple conséquence du corollaire 4.3.28.

6.1.3.3 — Pour tout préfaisceau X sur A, le foncteur d’oubli de E/X vers A envoie
Wy dans W.

Soit U ledit foncteur d’oubli, et posons W/ = U~'W. 1l est clair que W’ est un
A/ X-localisateur, et il s’agit de vérifier qu'il contient Wy. Pour cela, il suffit de
constater qu'il est régulier (ce qui résulte de la proposition 3.4.16), et qu’il contient
les morphismes entre éléments de 4 au-dessus de X (ce qui est évident).

6.1.3.4 — Le A-localisateur W est accessible.

C’est un cas particulier de 'hypothese (b).

La catégorie des préfaisceaux sur A admet donc une structure de catégorie de
modeles fermée dont les cofibrations sont les monomorphismes, et les équivalences
faibles, les W-équivalences. En particulier, tout morphisme de préfaisceaux sur A
admet une factorisation en une W-cofibration triviale suivie d’'une W-fibration.

6.1.35 — Sip: X — Y est une W-fibration, alors c’est une Wy, -fibration.

Cela résulte aussitot de 6.1.3.3 et de la caractérisation des fibrations d’une catégorie
de modeles fermée par la propriété de relevement a droite relativement aux cofibrations
triviales.

6.1.3.6 — Toute W-fibration est une ‘W-fibration faible de préfaisceauzs sur A.

Les W-fibrations étant stables par changement de base, il résulte donc de (d) et
de 6.1.3.1 qu’il suffit de vérifier que pour tout carré cartésien de A de la forme

X —tsx

Y ——Y )
J

si Y’ et Y sont dans 4, et si p est une W-fibration, alors ¢ est une W-équivalence.
Or dans ce cas, il résulte de 6.1.3.5 que p est une Wiy--fibration, et il est clair que le
morphisme j est alors une Wy -équivalence. D’autre part, en vertu de 6.1.3.2,1le A/Y-
localisateur Wy est propre. On en déduit aussitot que i est une Wy -équivalence. En
invoquant 6.1.3.3, cela implique des lors que ¢ est une W-équivalence, ce qu’il fallait
démontrer.
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6.1.3.7 — Toute W-équivalence de A est une W-équivalence.

Soit f une W-équivalence de préfaisceaux sur A. On la factorise en une W-co-
fibration triviale i suivie d’'une W-fibration p : X — Y. En particulier, en vertu
de 6.1.3.6, p est une W-fibration faible de préfaisceaux sur A. Or il résulte de 6.1.3.1
que ¢ est aussi une W-équivalence, ce qui implique qu’il en est de méme de p. Le
A-localisateur des W-équivalences étant propre en vertu du théoréme 4.4.30, on en
déduit aussitot grace a la proposition 1.5.18 que p est une W-équivalence universelle.
Par conséquent, pour tout préfaisceau représentable a sur A, et toute section de Y
au-dessus de a, la projection de a Xy X sur a est une W-équivalence. Mais alors, le
préfaisceau a étant ‘W-asphérique, le produit fibré a xy X vérifie la méme propriété, et
par conséquent, ’hypothese (¢) implique que ce morphisme est une W _-équivalence. 11
résulte donc de 6.1.3.3 que c’est une W-équivalence. Le A-localisateur W étant régulier
par construction, il s’en suit grace au corollaire 3.4.47 que p est une W-équivalence.
On en déduit aussitot qu’il en est de méme de f, ce qui acheve la démonstration de
la proposition. O

Lemme 6.1.4 — Soient ‘W un localisateur fondamental accessible, et A une W-
catégorie test locale. Alors pour tout cardinal assez grand o, si on pose 3 = 2%,
pour tout préfaisceau W-asphérique E sur A, il existe une fibration triviale D —= E
telle que D soit la réunion filtrante de ses sous-préfaisceaux a la fois W-asphériques
et 3-accessibles.

Démonstration. — En vertu du corollaire 4.2.18 et du théoreme 1.4.3, W = WE est
un A-localisateur accessible, et donc pour tout cardinal o assez grand, les cofibrations
triviales au sens de W satisfont & 1’énoncé de la proposition 1.3.40. On considére un
tel cardinal infini « > |F1 A, et on pose § = 2¢. Les préfaisceaux (-accessibles sont
alors stables par réunions finies (cf. 1.2.10 et 1.2.16), et tout préfaisceau sur A est
la réunion filtrante de ses sous-objets S-accessibles (cf. 1.2.15). Soit E' un préfaisceau
W-asphérique sur A. S’il est vide, I’assertion est évidente. Sinon, il existe un objet a
de A, et une section a — F de F au-dessus de a. On peut alors la factoriser en une
cofibration ¢ : @ —= D suivie d’une fibration triviale D — FE. Dans ce qui suit, on
identifiera par 7 le préfaisceau a a un sous-objet de D.

6.1.4.1 — Tout sous-objet (B-accessible J de D est contenu dans un sous-objet a la
fois B-accessible et asphérique K de D.

Soit J un un sous-préfaisceau [-accessible de D. Comme J U a est encore (-
accessible, en vertu de la proposition 1.3.40, il existe un sous-préfaisceau (3-accessible
K de D, contenant J U a tel que l'inclusion a N K = a — K soit une W-équivalence.

6.1.4.2 — L’ensemble des sous-préfaisceaux a la fois (B-accessibles et asphériques de D
est filtrant.
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Ce dernier n’est pas vide puisque 7 en donne un élément. Si C' et C’ sont deux
sous-préfaisceaux a la fois G-accessibles et asphériques de D, comme C' UC’ est encore
[B-accessible, il résulte de 6.1.4.1 qu’il existe un sous-préfaisceau a la fois (-accessible
et asphérique de D qui contient C U C’, ce qui prouve l’assertion.

6.1.4.3 — Le préfaisceau D est la réunion filtrante de ses sous-préfaisceauz a la fois
(B-accessibles et asphériques.

Etant donné que D est la réunion filtrante de ses sous-préfaisceaux (-accessibles,
c’est une conséquence immédiate de 6.1.4.1 et de 6.1.4.2. O

Remarque 6.1.5— 1l est possible d’améliorer le lemme ci-dessus comme suit : pour
tout cardinal assez grand «, si on pose 8 = 2%, tout préfaisceau ‘W-asphérique sur A
est la réunion filtrante de ses sous-préfaisceaux (-accessibles et W-asphériques. Pour
le montrer, on remarque que la preuve ci-dessus permet de vérifier I’assertion lorsque
A est une W-catégorie test telle que tout préfaisceau non vide sur A admette une
section globale. En particulier, on obtient le résultat pour les ensembles simpliciaux.
Pour en déduire le cas général, on applique ensuite le méme type de méthode que
pour la preuve de la proposition 1.4.20, en utilisant le foncteur N i , : A—= A Tlest
méme amusant de constater que cela ne nécessite aucune hypothese sur A. Ceci dit,
ce raffinement ne sera pas utilisé dans la suite.

Lemme 6.1.6 — Soient W un localisateur fondamental accessible, et A une W-ca-
tégorie test locale. Il existe un ensemble Ay de préfaisceauz W-asphériques sur A
tel que pour tout préfaisceau X sur A, le A/X -localisateur régulier engendré par les
morphismes entre préfaisceaur ‘W-asphériques au-dessus de X soit le A/ X -localisa-
teur réqulier engendré par les morphismes entre éléments de Ay au-dessus de X. En
particulier, ce A/ X -localisateur est accessible.

Démonstration. — On peut supposer que W n’est pas le localisateur fondamental
trivial F1 Cat (car sinon Passertion est évidente). En particulier, on peut supposer que
tout préfaisceau W-asphérique n’est pas vide. Pour qu'un A-localisateur contienne
tous les morphismes entre préfaisceaux W-asphériques, il suffit alors qu’il contienne
tous les morphismes allant d’un préfaisceau représentable vers un préfaisceau W-as-
phérique.

Considérons un cardinal « assez grand, de telle maniere que I’énoncé du lemme 6.1.4
soit vérifié, et posons § = 2%. Nous allons montrer que tout ensemble A4y de préfais-
ceaux sur A contenant au moins un représentant de chaque classe d’isomorphisme
de préfaisceaux a la fois W-asphériques et B-accessibles sur A (et en particulier de
préfaisceaux représentables) vérifie la propriété voulue. Soit X un préfaisceau sur A.
Soit W le A/ X-localisateur régulier engendré par les morphismes de la forme a — F
au-dessus de X, a étant un préfaisceau représentable, et E un préfaisceau [-acces-
sible et W-asphérique sur A. Comme W est régulier, il est en particulier stable par
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petites limites inductives filtrantes (3.4.41), et donc le lemme 6.1.4 implique que tout
morphisme de la forme s : a —= E, a étant représentable, et E W-asphérique, est
une W-équivalence. En effet, une fois choisie une fibration triviale p : D — E dont
la source est la réunion filtrante de ses sous-préfaisceaux a la fois J-accessibles et
W-asphériques, il existe un morphisme ¢ : a — D tel que pt = s. Or a est un objet
de présentation finie, et donc D est la réunion filtrante de ses sous-préfaisceaux a la
fois B-accessibles et W-asphériques qui contiennent ¢(a). Cela implique que ¢ est une
limite inductive filtrante de morphismes de la forme a —= D’, D’ étant [(3-accessible
et W-asphérique. On en déduit que t est dans W, et comme il en est de méme de p
pour des raisons évidentes, s est bien une W-équivalence. Le A/X-localisateur régulier
minimal étant accessible (3.4.24), il est clair que W Pest aussi. O

6.1.7 — Soit W un localisateur fondamental. On désigne par W, le plus petit loca-
lisateur fondamental qui trivialise la classe des catégories W-asphériques (cf. 4.3.26).
On a une inclusion W, C W, et une petite catégorie est W-asphérique si et seule-
ment si elle est W,spp-asphérique. De méme, un foncteur entre petites catégories est
W-asphérique si et seulement 8’1l est W,5pp-asphérique. Pour que W soit & engendre-
ment asphérique (cf. 4.3.26), il faut et il suffit que W = Wigph.

Proposition 6.1.8 — Pour tout localisateur fondamental accessible W, le localisateur
fondamental Wiy, est propre (en particulier, accessible).

Démonstration. — Une fois choisie une W-catégorie test A, 1'accessibilité résulte du
théoreme 4.2.15 et du lemme 6.1.6 appliqués a A. La propreté est quant a elle consé-
quence du corollaire 4.3.28. O

Proposition 6.1.9 — Soient ‘W un localisateur fondamental propre, et A une ‘W-ca-
tégorie test locale. Le A-localisateur des W-équivalences est le A-localisateur réqulier
engendré par les morphismes entre préfaisceaux W-asphériques sur A. Plus précisé-
ment, il existe un ensemble Ay de préfaisceaur W-asphériques sur A tel que Wy soit
le A-localisateur réqulier engendré par les morphismes entre éléments de Ay.

Démonstration. — Pour prouver la premiere assertion, il suffit de montrer que les
hypotheses de la proposition 6.1.3 sont vérifiées en considérant la classe 4 des pré-
faisceaux W-asphériques sur A. Or les conditions (b) et (d) résultent respectivement
du lemme 6.1.6 (lequel impliquera par ailleurs la seconde assertion) et de la proposi-
tion 6.1.1. Les hypotheses (a) et (¢) de la proposition 6.1.3 sont quant a elles vérifiées
par définition méme de 4. O

Corollaire 6.1.10 — Soient ‘W un localisateur fondamental accessible, et A une W-
catégorie test locale. Alors A est une Wasph-catégorie test locale. En outre, le A-
localisateur des Whspn-€quivalences est propre (et donc en particulier accessible), et
s’identifie au A-localisateur régulier engendré par les morphismes entre préfaisceaux
W-asphériques sur A.
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Démonstration. — 1l est clair que A est encore une ‘Wasph—catégorie test locale, car
pour tout objet a de A, le préfaisceau i* Ay x a est W-asphérique. Le corollaire résulte
aussitot des propositions 6.1.8 et 6.1.9 et du théoreme 4.4.30. o

Théoreme 6.1.11— Soit W un localisateur fondamental. Les assertions suivantes
sont équivalentes.

(i) Le localisateur fondamental W est accessible et a engendrement asphérique.

(ii) Il existe un ensemble F de petites catégories tel que W soit le plus petit loca-
lisateur fondamental qui trivialise F .

(iii) Il existe un ensemble M de morphismes de Cat tel que W soit le plus petit
localisateur fondamental faisant des éléments de M des foncteurs asphériques.

(iv) Il existe un ensemble T de petites catégories tel que W soit le plus petit loca-
lisateur fondamental modelable par les éléments de T .

(v) Le localisateur fondamental ‘W est propre.

En particulier, il résulte de la proposition 6.1.8 que si W est accessible, alors Wasph,
est le plus grand localisateur fondamental propre contenu dans W.

Démonstration. — L’équivalence des conditions (i7) et (44) est évidente. Si 7 est un
ensemble de petites catégories, le plus petit localisateur fondamental modelable par
les éléments de 7 est le localisateur fondamental engendré par les fleches

, dglaxiyA) —e | acObA, AecT,

A—ce¢

ce qui prouve que (i) implique (4). Pour montrer que (%) implique (iv), on remarque
que si ‘W est le plus petit localisateur fondamental qui trivialise un ensemble ¥,
alors il résulte du corollaire 4.1.22 que W est le plus petit localisateur fondamental
modelable par les éléments de ensemble T = {A x B | A€ ¥}, ou B est une Wh-
catégorie test arbitraire donnée (par exemple B = A). L’implication (i) = (v) résulte
du corollaire 4.3.28, et il est clair que () implique (). Il reste donc & vérifier que (v)
implique (7). Or une fois choisie une W-catégorie test, cela résulte immédiatement
du théoreme 4.2.15 et de la proposition 6.1.9 appliqués a celle-ci. O

6.1.12 — On peut encore caractériser les localisateurs fondamentaux propres en
termes de localisateurs fondamentaux faibles comme suit.

On rappelle qu'une classe de flecches W de Cat est un localisateur fondamental
faible si elle vérifie les axiomes suivants (voir aussi [96, 1.1.2]).

La La classe W est faiblement saturée.

Lb Toute petite catégorie admettant un objet final est W-asphérique.

Lc Tout foncteur ‘W-asphérique est une W-équivalence (i.e. si u: A — B est un
foncteur entre petites catégories tel que pour tout objet b de B, la catégorie A/b soit
W-asphérique, alors u est une W-équivalence).

Par exemple, tout localisateur fondamental est un localisateur fondamental faible.
Une grande partie de la théorie de I’homotopie de Grothendieck reste consistante si on
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travaille avec seulement des localisateurs fondamentaux faibles au lieu de localisateurs
fondamentaux : par exemple, la théorie des catégories test et des foncteurs test n’utilise
essentiellement que les axiomes de localisateur fondamental faible (nous renvoyons
pour cela le lecteur & [96]).

6.1.13 — Un foncteur u : A — B entre petites catégories est une W-fibration faible
si pour tout diagramme formé de carrés cartésiens

A//%.AlﬁA

-l

B’"—— B —B ’

si j est une W-équivalence, alors il en est de méme de i.

Exemple 6.1.14— Si W est un localisateur fondamental propre, alors il résulte de la
proposition 1.5.18 et du théoreéme 5.2.15 que toute ‘W-fibration de Thomason est une
W-fibration faible.

Proposition 6.1.15— Soit ‘W un localisateur fondamental. Les ‘W-fibrations faibles
sont stables par composition et changement de base.

C’est évident.

Proposition 6.1.16 — Soient ‘W un localisateur fondamental faible et W' un localisa-
teur fondamental propre. Pour que toute W'-équivalence soit une W-équivalence, il
suffit que toute catégorie W' -asphérique soit W -asphérique.

Démonstration. — Comme W’ est un localisateur fondamental propre, la catégorie
des petites catégories admet une structure de catégorie de modeles fermée propre dont
les équivalences faibles sont les W’-équivalences, & savoir par exemple la structure de
Thomason associée a W' (cf. 5.2.15). On en déduit que Cat admet une structure
de catégorie d’objets fibrants au sens de K. Brown [22] dont les équivalences faibles
sont les W'-équivalences, et les fibrations, les W’-fibrations faibles : le seul axiome
non trivial a vérifier est I'existence de factorisations en une équivalence faible suivie
d’une fibration, et cela résulte de l'existence d’une factorisation en une W’-équiva-
lence suivie d’une W’-fibration de Thomason, car W’ étant propre, toute W’-fibration
de Thomason est une W’-fibration faible. Supposons que toute catégorie W’-asphé-
rique soit W-asphérique. Pour prouver que W’ est contenu dans W, en vertu du
lemme de Ken Brown pour les catégories d’objets fibrants [22, 1.1, Factorization
lemmal], il suffit de prouver que toute W’ -fibration faible qui est une W’-équivalence
est une W-équivalence. Autrement dit, il suffit de prouver que tout foncteur qui est
universellement dans W’ est dans W. Or tout foncteur W’-asphérique étant W-as-
phérique par hypothese, c’est une évidence. O
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Corollaire 6.1.17 — Soit ‘W un localisateur fondamental. Le plus petit localisateur
fondamental faible qui rend asphériques les catégories ‘W-asphériques s’identific au
localisateur fondamental ’Wasph.

Démonstration. — On peut supposer sans perte de généralité que W = Woqpp. Les
localisateurs fondamentaux faibles (resp. les localisateurs fondamentaux) étant stables
par réunions filtrantes, on peut supposer que W est accessible, et donc, en vertu du
théoréme 6.1.11, que W est propre. L’assertion est alors une conséquence immédiate
de la proposition précédente. O

Théoreme 6.1.18— La classe des oco-équivalences est le localisateur fondamental
faible minimal.

Démonstration. — Soit W un localisateur fondamental faible. On veut montrer
que toute oo-équivalence est une W-équivalence. Pour cela, en vertu de la propo-
sition 6.1.16 et du fait que le localisateur fondamental minimal est propre, il suffit
de démontrer que toute catégorie ooc-asphérique est W-asphérique, ce que 'on va
prouver suivant les étapes ci-dessous.

6.1.18.1 — Toute intégrale d’un foncteur a valeurs dans la catégorie des catégories
W-asphériques, indexé par une catégorie ‘W-asphérique, est ‘W-asphérique.

Si I est une petite catégorie, et si F' est un foncteur de I vers Cat tel que pour
tout objet i de I, F(i) soit W-asphérique, alors en vertu de [96, proposition 1.1.17],
la projection canonique de [F sur I est W-asphérique. Il s’ensuit que si I est W-as-
phérique, il en est de méme de [F.

6.1.18.2 — Soit A une petite catégorie. On considére un carré cocartésien de préfais-
ceauzx sur A de la forme suivante.

X—X
zl \Li/
Y —Y’
Si i est un monomorphisme, et si X, Y et X' sont W-asphériques, alors Y' est
W-asphérique.
Cela résulte de 6.1.18.1, et de [96, corollaires 1.1.11 et 1.1.24, et proposition 2.3.10].

6.1.18.3 — Soit A une petite catégorie. On considére un ensemble bien ordonné non
vide I, et un foncteur F de I dans A tels que pour tous i < j, F(i) — F(j) soit
un monomorphisme, et pour tout i dans I, F(i) soit ‘W-asphérique. Alors lim F' est
W-asphérique.

Cela résulte comme ci-dessus de 6.1.18.1 et de [96, corollaires 1.1.11 et 1.1.24, et
proposition 2.3.14].
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6.1.18.4 — Pour tous n > 1 et k tel que 0 < k < n, le cornet A est W-asphérique.

Soit n > 1. On peut en fait montrer une assertion légerement plus générale : pour
tout sous-ensemble strict et non vide J de {0,...,n}, A,(J) = Ujcs Im sl est W-
asphérique. Lorsque n = 1, ou plus généralement, lorsque J est un singleton, c’est
évident. Si n > 1 et si J n’est pas un singleton, il résulte de 2.1.9 qu’on a un carré
(cartésien et) cocartésien de la forme suivante (o1 k est le plus grand élément de J).

Anr (T = {k)) — Aucs

T

Ap(J = {k}) —— An(J)

Cela permet de conclure par une récurrence évidente en invoquant [96, proposi-
tion 1.1.27].

6.1.18.5 — Toute catégorie co-asphérique est W-asphérique.

La catégorie A étant une W-catégorie test, il suffit de prouver que tout ensemble
simplicial co-asphérique est W-asphérique. Soit J I’ensemble des inclusions de la forme
AZ — A,,pourn >1et 0 <k < n. Envertu de 6.1.18.4, les éléments de J sont des
monomorphismes de source et de but W-asphériques. Soit X un ensemble simplicial
oo-asphérique. Comme X n’est pas vide, il existe un morphisme x : A9 — X. L’ar-
gument du petit objet permet d’obtenir une factorisation de x de la forme x = pz,
ol 7 est un composé transfini d’images directes d’éléments de J, et ot p est une fi-
bration de Kan. Vu que Ag est W-asphérique, on déduit par récurrence transfinie
de 6.1.18.2 et de 6.1.18.3 que le but de i est W-asphérique. Pour conclure, il suffit
donc de prouver que p est une W-équivalence. Or p est & la fois une fibration de Kan
et une oo-équivalence, et donc une fibration triviale. En vertu du lemme 1.4.13, le
morphisme p est une W-équivalence, et par conséquent, X est un ensemble simplicial
W-asphérique, ce qui achéve cette démonstration. O

6.2. Critéres locaux pour les carrés homotopiquement cartésiens

6.2.1 — Soit W un localisateur fondamental accessible. Un carré commutatif de Cat
est W-homotopiquement cartésien s’il est homotopiquement cartésien au sens de la
structure de catégorie de modeles du théoréme 5.2.15 associée & W. On vérifie aussitot
qu'un carré commutatif de Cat est W-homotopiquement cartésien si et seulement s’il
existe un W-foncteur test ¢ : A — Cat, tel que son image par i* soit un carré
homotopiquement cartésien au sens du A-localisateur des W-équivalences.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2006



244 CHAPITRE 6. CHANGEMENTS DE BASE HOMOTOPIQUES

Un foncteur u : A — B entre petites catégories est une W-fibration faible si pour
tout diagramme formé de carrés cartésiens

A"—i>A/—>A

10370

B’ —— B —>B :

si j est une W-équivalence, il en est de méme de i.

Proposition 6.2.2 — Considérons un localisateur fondamental propre ‘W, et le carré
commutatif de Cat suivant.

A v A
(6.2.2.1) ul lu
B’ Y B

Pour que ce carré soit W-homotopiquement cartésien, il suffit que pour tout objet b’
de B’, le carré induit ci-dessous le soit.

A —— A
(6.2.2.2) u'/b'l lu
B'/Y ——=B
Démonstration. — Comme W est propre, la structure de catégorie de modeles fermée

de Thomason associée & W est propre (5.2.15). Factorisons le foncteur v en une W-
équivalence 7 : A —= C suivie d'une W-fibration de Thomason p : C — B. Si ¢’
désigne le produit fibré de B’ et de C' au-dessus de B, on obtient pour chaque objet
b de B, le diagramme commutatif suivant (induit par le carré commutatif 6.2.2.1).

AJY —— A —= A

A7

' —sc ——C

B//b/—>B/T>B

Dire que le carré 6.2.2.1 (resp. 6.2.2.2) est W-homotopiquement cartésien, revient &
demander que le foncteur i (resp. i’ /b’) soit une W-équivalence, et demander que les
foncteurs 7’ /b’ soient des W-équivalences pour tout objet &’ de B’, revient & demander
que i’ soit une W-équivalence localement au-dessus de B’, ce qui implique aussitot
notre assertion. O
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Proposition 6.2.3 — Soient ‘W un localisateur fondamental propre, etu: A —= B un
foncteur entre petites catégories. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) Le foncteur u est une ‘W-fibration faible.
(i1) Tout carré cartésien de la forme

AA——A
B ——B

est W-homotopiquement cartésien.
(iii) Tout carré cartésien de la forme

AA——A
B —B

dans lequel B' admet un objet final est W-homotopiquement cartésien.
(iv) Pour tous carrés cartésiens dans Cat,

A//%.AlﬁA

10370

B' —> B —>B :

si B" admet un objet final, et si B' est W-asphérique, alors le foncteur i est une
W-équivalence.

Démonstration. — La proposition 1.5.18, appliquée a la structure de catégorie de
modeles fermée propre sur Cat associée & W, montre que les conditions (z) et (i)
sont équivalentes, et 1’équivalence des conditions (ii) et (éii) résulte aussitot de la
proposition 6.2.2. 1l est clair que la condition (4) implique la condition (iv). Il suffit
donc de prouver que la condition () entraine la condition (7). Considérons le carré
cartésien suivant dans lequel on suppose que la catégorie B’ admet un objet final.

A’L>A

B/T>B

Grace a 'existence de la structure de catégorie de modeles de Thomason sur Cat, on
peut alors factoriser le foncteur v en une W-équivalence i : B —= B’ suivie d’une
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W-fibration de Thomason p : B"” — B, puis former les carrés cartésiens ci-dessous.
)

A/—j>A”L>A

A

B ——>B'——>B

Si u vérifie la condition (iv), le foncteur j est une W-équivalence, ce qui implique que
le carré de départ est ‘W-homotopiquement cartésien. O

Proposition 6.2.4 — Soit W un localisateur fondamental propre. Pour qu’un foncteur
W-propre (ou W-lisse) u: A —= B soit une W-fibration faible, il faut et il suffit que
pour tout objet b de B, le carré cartésien

Ab—>A

|k

¢~ B
soit W-homotopiquement cartésien.

Démonstration. — 11 suffit de prouver ’assertion lorsque u est propre, le cas ou u
est lisse s’en déduisant par dualité. Il est clair que c’est une condition nécessaire.
Montrons qu’elle est suffisante. Supposons que pour tout objet b de B, Aj soit la fibre
homotopique de u au-dessus de b au sens de W, et considérons un carré cartésien de
la forme suivante.

A’L>A

B'——B

Pour chaque objet b’ de B’, si b = v(b’), on peut compléter ce diagramme en formant
les carrés cartésiens suivants.

Ab—i>-A//bl—>A/L>A

RN

e——B/Y¥ —= B ——=B
(b",1,) v
Le grand carré composé est W-homotopiquement cartésien par hypotheése. Vu que
u est W-propre, il en est de méme de v’ (5.3.6), ce qui implique que le foncteur 4
est W-coasphérique, et donc en particulier une W-équivalence. En conséquence, les
hypotheses de la proposition 6.2.2 sont vérifiées. Le critere (i) de la proposition 6.2.3
acheve ainsi la démonstration. O
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Proposition 6.2.5 — Soient ‘W un localisateur fondamental propre, et A une ‘W-ca-
tégorie test locale. Un carré commutatif de préfaisceaux sur A est homotopiquement
cartésien si et seulement si son itmage dans Cat par le foncteur i, lest.

Démonstration. — Le localisateur fondamental W étant propre, un carré commuta-
tif d’ensembles simpliciaux au-dessus de N A est homotopiquement cartésien (au sens
de W) si et seulement si c’est un carré homotopiquement cartésien d’ensembles sim-
pliciaux apres application du foncteur d’oubli de A / N A vers A. Cette proposition
équivaut donc a affirmer qu’'un carré commutatif de préfaisceaux sur A est homotopi-
quement cartésien si et seulement si son image par le foncteur F' = (N /A)j, (cf. 3.2.1
et 3.2.6) est un carré homotopiquement cartésien dans la catégorie des ensembles sim-
pliciaux au-dessus de N A. Or il résulte du corollaire 4.4.20 et des propositions 3.2.8
et 4.4.28 que le foncteur F est une équivalence de Quillen (& gauche) qui respecte les
équivalences faibles, ce qui implique immédiatement 1’assertion. O

Lemme 6.2.6 — Soient W un localisateur fondamental accessible, et S une petite
A————=B
S

(p,1a)

A——=Sx A

B——=SxB
(¢,1B)

catégorie. Pour tout S-foncteur

le carré cartésien

est W-homotopiquement cartésien.

Démonstration. — On a les carrés commutatifs suivants.

Comme W est stable par produits finis, le carré de droite est homotopiquement car-
tésien, et le grand carré composé est trivialement homotopiquement cartésien. On en
déduit aussitot I’assertion. O
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Proposition 6.2.7 — Soient ‘W un localisateur fondamental propre, A une W-caté-
gorie test locale, et W le A-localisateur des W-équivalences. Pour tout morphisme
p: X —=Y de préfaiscecaux sur A, sin : 13 —i%i, désigne le morphisme d’ad-
jonction, alors le carré

X
X —i%i X

pl liZiAP

-
——i%i,Y
Y Ny ACA
est homotopiquement cartésien au sens de W.

Démonstration. — En vertu du lemme 4.4.4 appliqué au W-foncteur test local
a — A/a, pour toute petite catégorie C, le foncteur

(qC,Ec) ZAZ:ZC — AxC

(g étant le foncteur canonique de A/i%C sur A, et € : i 4i% — 14 le morphisme
d’adjonction) est W-asphérique. Le morphisme p de I’énoncé induit un diagramme
commutatif

1 (Q'Xaf'x)
. tallx R ‘A ‘A .
I X — i 0% X ————> Axi, X

iAP\L liAiZiAp llAXiAp

Y —————> 0,050,y ——————> A Xi,Y
ATy i, v Ci,y
En vertu du lemme 4.4.4, le carré de droite est trivialement homotopiquement carté-
sien (les fleches horizontales de droite sont des équivalences faibles), et le lemme 6.2.6
montre que le grand carré composé est homotopiquement cartésien. On en déduit
aussitot que le carré de gauche est homotopiquement cartésien. Or ce dernier n’est
autre que I'image par le foncteur ¢, du carré commutatif de I’énoncé, et donc la
proposition 6.2.5 acheve cette démonstration. O

Proposition 6.2.8 — Soient W un localisateur fondamental propre, et i : A —= Cat
un W-foncteur test local tel que pour tout objet a de A, la catégorie i(a) admette
un objet final. Alors le foncteur i* : Cat —= A respecte les carrés homotopiquement
cartésiens au sens de ‘W.

Démonstration. — Le lemme 4.4.4 implique que pour toute petite catégorie C', on a
une W-équivalence naturelle

A/C =i i"C — AXC .
En vertu de la proposition 6.2.5, on est donc ramené a prouver que le foncteur

C +——= A x C respecte les carrés W-homotopiquement cartésiens, ce qui résulte tri-
vialement de la stabilité de W par produits finis. O
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6.3. Transversalité homotopique

6.3.1 — Soit u : A — B un foncteur entre petites catégories, et F' un foncteur de
B vers Cat. On vérifie qu'on a un carré cartésien de catégories de la forme

[uw'F > [F
eml leF

A—p B ’

ou on rappelle que u*F désigne le foncteur composé
A—>p—"> cat,
et oll uy est le foncteur défini par
up(a,r) = (u(a),r) pour a objet de A, et x objet de F,(q).

6.3.2 — Counsidérons le carré cartésien de petites catégories suivant.

A —— A
(6.3.2.1) ul lu

B'——B

Pour tout foncteur F' : A — (Cat, on obtient ainsi en vertu de 6.3.1 les deux carrés
cartésiens suivants.
wp
Jw*F —— [F

= leF

A —— A

]_i’ —_— £
Or pour chaque objet b’ de B’, le foncteur wy induit un foncteur

(fu" F) [0 — (JF) jo¥) .
et on remarque que par définition des foncteurs u| et w; (cf. 3.3.18), on a
(Jur )Y = (wfu (F), et ([F)/o) = (0" u(F)), -
On vérifie que cela définit un morphisme
ujw* (F) —= v*u(F)

naturel en F'. Autrement dit, on a ainsi un morphisme de foncteurs
(6.3.2.2) ww* — v*uy

appelé le morphisme de changement de base associé au carré cartésien (6.3.2.1).
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Proposition 6.3.3 — Soit ‘W un localisateur fondamental, et soit
A2 4
B’ Y B

un carré cartésien de Cat, avec u morphisme propre (resp. v morphisme lisse). Alors
le morphisme de changement de base ujw* — v*u est une W-équivalence argument
par argument. Autrement dit, pour tout foncteur F' : A — Cat, et pour tout objet b’
de B’, le foncteur

ufw* (F)b/ — v*u!(F)b/

est une ‘W-équivalence.
Démonstration. — Cela résulte de [96, proposition 3.2.28]. O

Proposition 6.3.4 — Soit W un localisateur fondamental, et soit u : A — B un fonc-
teur entre petites catégories. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(a) Le morphisme u est ‘W-coasphérique.
(b) Pour tout foncteur F : B — Cat, le morphisme

Ju'F — [F

induit par u, est W-coasphérique ;
(¢c) pour tout foncteur F': B — (Cat, le morphisme

fu*F — fF ,
induit par u, est une W-équivalence faible.

Démonstration. — Voir [96, proposition 3.2.22]. O

Proposition 6.3.5 — Soit W un localisateur fondamental. Les foncteurs W-asphéri-
ques (resp. W-coasphériques) sont stables par changement de base W-lisse (resp.
W-propre). Autrement dit, si on considére un carré cartésien dans Cat de la forme

A —"=A
B/—U>B )

avec u ‘W-asphérique (resp. W-coasphérique) et v W-lisse (resp. ‘W-propre) alors u’
est W-asphérique (resp. W-coasphérique).

Démonstration. — Voir [96, corollaire 3.2.13] et sa version duale. O
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6.3.6 — On rappelle que la construction | a une version duale V (cf. 4.4.11). Si A
est une petite catégorie, et I’ un préfaisceau sur A a valeurs dans Cat, on a donc une
fibration canonique
VF =V, ,F—A.

Nous laissons au lecteur le soin de formuler et de démontrer ’analogue du carré carté-
sien défini au numéro 6.3.1. En vertu de la stabilité de tout localisateur fondamental
par le foncteur de passage & la catégorie opposée (voir les sorites 3.3.8), cela permet
de voir que la proposition précédente a un sens en remplagant la construction [ par la
construction V, et la notion de foncteur coasphérique par celle de foncteur asphérique.

6.3.7 — On peut montrer que la proposition 6.3.3 caractérise les foncteurs propres
et les foncteurs lisses (voir [96, théorémes 3.2.30 et 3.2.32]). En outre, la classe des
foncteurs propres et la classe des foncteurs coasphériques (resp. la classe des foncteurs
lisses et la classe des foncteurs asphériques) se déterminent 1'une lautre (voir [96,
théoréme 3.2.15] et sa version duale). En un certain sens, les notions de foncteur lisse
et de foncteur asphérique sont des notions « absolues », et ce qui suit peut étre vu
comme une version « relative » de la méme théorie.

6.3.8 — On fixe un localisateur fondamental W.
Un foncteur entre petites catégories u : A —= B est fortement W-localement
constant si le foncteur image inverse

u* : Hom(B°P, Cat) —= Hom(AP, Cat)

envoie les W/ B-équivalences sur des W /A-équivalences (cf. 4.4.14). De maniére équi-
valente, cela revient & demander que pour tout morphisme ¢ : F — G de préfais-
ceaux sur B a valeurs dans (Cat, si on forme les carrés cartésiens suivants,

Vu*p
Vu*F —= Vu*G—=A

I N &

VF Vo VG B ’

et si Vi est une W-équivalence, alors Vu*p est une W-équivalence. Il résulte aus-
sitot de cette formulation que si le foncteur u est une W-fibration faible, alors il est
fortement W-localement constant.

Soit u : A — B un foncteur entre petites catégories. Un foncteur v : B’ — B
est W-transverse a u si le morphisme de changement de base ujw* — v*u; (6.3.2)
associé au carré cartésien

A’L>A

B —B

est une W-équivalence argument par argument.
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Exemple 6.3.9 — 1l résulte de la proposition 6.3.3 que pour tout foncteur (resp. tout
foncteur W-propre) u : A — B, tout foncteur W-lisse (resp. tout foncteur) de but B
est W-transverse a u.

Proposition 6.3.10 — Les foncteurs fortement W-localement constants sont stables
par composition.

C’est évident.

Proposition 6.3.11— Tout foncteur W-asphérique est fortement W-localement
constant.

Démonstration. — Cela résulte aussitot de la version duale de la proposition 6.3.4.
O

Proposition6.3.12— Si u : A—= B est un foncteur fortement W-localement
constant, alors le foncteur image inverse u* : B —= A respecte les ‘W-équivalences.

Démonstration. — Si X est un préfaisceau sur B, vu comme un préfaisceau de ca-
tégories discretes, B/X s’identifie canoniquement & VpX. On a en outre un carré
cartésien canonique

Aju*X —— A

|k

B/X—)B

(identifiant A/u*X & Vu*X), et par suite, lassertion résulte directement de la
définition. 0

Lemme 6.3.13— On considére deuzr foncteurs u : A—= B et v : B —= B. On
note G, le préfaisceau sur B a valeurs dans Cat défini par G,(b) = bD\B’, et e, le
foncteur constant de A dans Cat de valeur la catégorie ponctuelle e. Alors on a un
isomorphisme canonique dans Cat :

[ pviuley) = Vau G,
(ot u*G, désigne par abus le préfaisceau de catégories sur A défini par u*G,(a) =

Go(u(a))).

Démonstration. — Le foncteur ui(e4) s’identifie canoniquement au foncteur F,, de B
dans Cat défini par F,(b) = A/b pour chaque objet b de B. On doit donc prouver
que [v*F, et Vu*G, sont canoniquement isomorphes, ce qui résulte aussitot de la
description explicite de ces objets. O
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Lemme 6.3.14— Soit u : A — B un foncteur entre petites catégories. On note Iy, =
wi(ey) le foncteur de B dans Cat défini par F,(b) = A/b pour chaque objet b de B.
Alors le morphisme canonique (3.3.14)

[ ptnfen) = [ 5Fu — lim F, = A

est une fibration a fibres W-asphériques. En particulier, c’est donc une W-équivalence
universelle.

Démonstration. — Dans le cas ou u est 'identité de B, on sait déja que ce foncteur
est une fibration dont les fibres sont des catégories admettant un objet initial (cela
résulte du lemme 4.2.8 appliqué au préfaisceau final sur B). Dans le cas général, on
remarque simplement qu’on a un carré cartésien

fBFu—>fBFlB

L

A——B

Les fibrations a fibres W-asphériques étant stables par changement de base, et toute
fibration & fibres W-asphériques étant une W-équivalence (puisque W-coasphérique),
cela acheve la démonstration. O

6.3.15 — Considérons un diagramme formé de carrés cartésiens dans Cat de la forme
suivante.

A//L)A/LA

T

B”—,>B/T>B

Il induit trois morphismes de changement de base (voir 6.3.2) :

* *
uw* —= vty " ufw'” —= vy
* *
et c:ufw w = (ww)* — (vv")uy =0 v .
On vérifie en outre que le triangle suivant commute dans Hom(B"”, Cat) (exercice
laissé au lecteur).

" *

* c xw *
u'w' w* v ujw*
6:315.) Nl A
*
v v*y,
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Lemme 6.3.16 — Considérons le carré cartésien suivant dans Cat
A=A
B ——=B ’

ainsi qu’un foncteur v' : B — B’. Siv est W-transverse a u et v’ est ‘W-transverse
a ', alors vv' est W-transverse d u.

Démonstration. — Cela résulte aussitét du triangle commutatif (6.3.15.1). |
Lemme 6.3.17— On suppose donnés les carrés cartésiens suivants dans Cat.

A”L/>A/L>A

(6.3.17.1) ul lu lu

B'—>B ——~B

Notons alors F' (resp. F") le préfaisceau en catégories sur B défini par F'(b) =
b\B’ (resp. F"(b) = b\B"). Le foncteur v' induit un morphisme de préfaisceauz f :
F" — F’, ce qui permet de former les carrés cartésiens suivants dans Cat.

wpn YUt e
Vau*F" —— V qu*F' ——

A
(6.3.17.2) l l lu
B

" /
VBF T>VBF T‘

(a) Les fléches verticales du carré commutatif

v
V' ey, F

L

B/I > B/
'U/
sont des cofibrations o fibres W-asphériques. En particulier, le foncteur v’ est une
W-équivalence si et seulement si le foncteur Vf du diagramme (6.3.17.2) en est une.
(b) Si les foncteurs v et vv' sont W-transverses a w, alors pour que w' soit une
W-équivalence, il faut et il suffit que le foncteur Vu* f en soit une.

Démonstration. — L’assertion (a) résulte aussitot de la version duale du lemme 6.3.14.
Montrons & présent l'assertion (b). En vertu du lemme 6.3.13, la fleche Vu*f est
canoniquement isomorphe dans Cat au morphisme induit par v’

a: g viu(e,) —= [putuley)
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(on e 4 désigne le foncteur constant de A dans Cat de valeur la catégorie ponctuelle).
D’autre part, en reprenant les notations du paragraphe 6.3.15, on a le diagramme com-
mutatif suivant, induit par les morphismes de changement de base ¢ et ¢’ (cf. 6.3.15).

fc(eA)
S gt (e 1) St v (e )

fB'U?U’*(eA) fc’(eA) fB’U*u!(eA)

Comme c et ¢’ sont des W-équivalences argument par argument, les fleches hori-

zontales de ce diagramme sont des W-équivalences (3.3.18). Par conséquent, pour
que « soit une W-équivalence, il faut et il suffit que o’ le soit. Enfin, en vertu du
lemme 6.3.14, on a un carré commutatif

’
[ g (ean) —— [ pouile)

! l

A// A/

’
w

dont les fleches verticales sont des W-équivalences. Par conséquent, o est une W-
équivalence si et seulement si w’ en est une, ce qu’il fallait démontrer. O

Proposition 6.3.18 — Soit u : A — B un foncteur entre petites catégories. On aura
a considérer des carrés cartésiens de Cat de la forme suivante.

Y =y

(6.3.18.1) ul lu J/u

B'——B ——B

Les assertions ci-dessous sont équivalentes.

(i) Le foncteur u est fortement W-localement constant.

(i) Pour tous carrés cartésiens de la forme (6.3.18.1), si v et vv' sont W-
transverses a u, et si v’ est une W-équivalence, alors w' est une W-équivalence.

(iii) Pour tous carrés cartésiens de la forme (6.3.18.1), si v et vv’ sont W-lisses,
et si v’ est une W-équivalence, alors w' est une W-équivalence.

Démonstration. — 11 suffit de prouver que (¢) implique (ii). En effet, il est clair que
(%) implique (7i2) (cf. 6.3.9), et toute fibration étant W-lisse, il est évident que (iii)
implique (7). Supposons que u soit fortement W-localement constant, et donnons nous
des carrés cartésiens de la forme (6.3.18.1) tels que v et vv’ soient W-transverses a
u, et v’ soit une W-équivalence. Comme u est fortement W -localement constant, en
vertu de lassertion (a) du lemme 6.3.17 (dont on reprend les notations), les carrés
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cartésiens du diagramme 6.3.17.2 impliquent que Vu* f est une W-équivalence. Par
conséquent, 'assertion (b) du lemme 6.3.17 implique que w’ est une W-équivalence,
ce qu’il fallait démontrer. O

Corollaire 6.3.19 — Un foncteur W-propre est fortement W-localement constant si
et seulement s’il est une W-fibration faible.

Démonstration. — En effet, si u: A — B est un foncteur W-propre, tout foncteur
v : B’ — B est W-transverse a u (6.3.9), et par conséquent, ce corollaire résulte
immédiatement de la caractérisation (i) de la proposition précédente. O

Corollaire 6.3.20 — Les foncteurs fortement ‘W-localement constants sont stables par
changements de base W -lisses.

Démonstration. — Cela résulte aussitot de la stabilité des foncteurs W-lisses par
composition (par la version duale de la proposition 5.3.8) et de la caractérisation (iii)
de la proposition 6.3.18. O

Corollaire 6.3.21 — Les foncteurs fortement ‘W-localement constants sont stables par
produits finis.

Démonstration. — Les foncteurs fortement W-localement constants étant stables par
composition, il suffit de vérifier que si u : A —= B est fortement W/-localement
constant, alors pour toute petite catégorie C, il en est de méme du foncteur u x 1¢ :
A x C — B x C. Mais cela résulte du fait que la projection de B x C sur B est une
fibration, et donc en particulier un foncteur W-lisse, d’ott on déduit que I’assertion
résulte du corollaire précédent. O

Lemme 6.3.22— Soit u: A —= B un foncteur entre ‘W-catégories test locales. Pour
que le foncteur u* : B —= A respecte les W-équivalences, il faut et il suffit qu’il en
soit de méme du foncteur (u X 1a)* : BX A — A x A.

Démonstration. — Considérons la classe W formée des morphismes de préfaisceaux
simpliciaux sur B dont I'image par le foncteur (u x 1a)* est dans ‘Wm. On déduit

aussitot du lemme 4.3.8, que W est un B x A-localisateur qui contient les W-équi-
valences d’ensembles simpliciaux argument par argument, et donc, en particulier,
les co-équivalences d’ensembles simpliciaux argument par argument. Comme ‘I/l/j§ est
régulier (4.2.9), il résulte du théoreme 3.4.36 que sa complétion simpliciale est le B x A-
localisateur engendré par les co-équivalences d’ensembles simpliciaux argument par
argument et par les W-équivalences de préfaisceaux sur B argument par argument.
D’autre part, on sait que W@ est précisément la complétion simpliciale de Wg
(4.4.10), d’ott le lemme. O

Proposition 6.3.23 — Pour un foncteur u : A — B entre petites catégories, les as-
sertions suivantes sont équivalentes.
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(i) Le foncteur u est fortement W-localement constant.
(ii) Pour toute petite catégorie C, le foncteur image inverse

(uxlc)*:ﬁ'%m

respecte les W-équivalences.
(iii) 1l existe une W-catégorie test C telle que le foncteur image inverse

(u X lc)* : B/R' — A/>_<\C’
respecte les W-équivalences.
Démonstration. — L’implication (7) = (i) résulte de la proposition 6.3.12, du co-
rollaire 6.3.21, et du fait que les identités sont des foncteurs fortement W-localement
constants. L’implication (i) = (4ii) étant triviale, il reste & prouver que (iii) implique
(7). Dans le cas ot C = A, cela résulte du lemme 4.4.17. Dans le cas général, on re-
marque que si C' est une W-catégorie test telle que le foncteur (u X 1¢)* respecte

les ‘W-équivalences, comme A x C et B x C sont alors des W-catégories test locales
(4.1.22), il résulte du lemme précédent que le foncteur

(ux1lex1a)* tBxCxA—>=AxCxA
respecte aussi les W-équivalences. Comme les projections
BxOCxA—BxA e AXCxA—AxA

sont des foncteurs W-asphériques, la proposition 4.2.23 implique alors que le foncteur
(ux1a)*: Bx A —= A x A respecte les W-équivalences, ce qui acheve la démons-
tration. O

Proposition 6.3.24— Un foncteur u : A —= B entre W-catégories test locales est

fortement W-localement constant si et seulement si le foncteur image inverse
w:B— A

respecte les W-équivalences.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de la proposition 6.3.23 et du
lemme 6.3.22. O

Corollaire 6.3.25 — Si A est une W-catégorie test locale, un morphismep: X —=Y
de préfaisceaux sur A est une W-fibration faible de préfaisceaur sur A si et seule-
ment si le foncteur induit de A/ X vers A/Y est un foncteur fortement W-localement
constant.

Démonstration. — Dire que p est une W-fibration faible, revient & demander que le
foncteur image inverse par p

AY — A/X | (Y)Y —=Y)— (X' =Y xy X, X' — X)
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respecte les W-équivalences. Les catégories A/ X et A/Y étant des W-catégories test
locales, cet énoncé résulte donc directement de la proposition précédente. O

Lemme 6.3.26— Considérons un carré cartésien de petites catégories :
A=A
B ——B

On a alors les carrés cartésiens suivants dans Cat (ot F,, désigne toujours le foncteur
de B dans Cat qui associe a un objet b de B la catégorie AJb, et i, le foncteur défini

par Zu(a) = (u(a’)’ (aa 1u(a))))'

A’ Y o4
u’ fB,U*Fu —_— fBFu u

B ———>B

Le foncteur i, est une W-équivalence, et le foncteur 0, une cofibration. En outre, si
v est W-transverse a u, alors le morphisme j, ., est une W-équivalence.

Démonstration. — On vérifie que dans le diagramme commutatif suivant, les fonc-

teurs i, et i, sont des Aj-équivalences d’homotopie, et donc des W-équivalences
(voir [96, 3.2.29]).

A'+>A

o | pFu——[pFu |u
-
B ———B

La catégorie [ ,,v*F, est le produit fibré de B’ et de [ ,F, au-dessus de B (voir 6.3.1).
Il existe par conséquent un foncteur canonique au-dessus de B’ :

kuw : fB/Fu’ — fB,U*Fu .

En posant j, ., = ky %, on obtient le diagramme annoncé. Pour conclure, il suffit de
vérifier que lorsque v est W-transverse & u, le morphisme k,, ,, est une W-équivalence.
Or dans ce cas, le morphisme de changement de base

/
¢ uw' —= v
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est une W-équivalence argument par argument. De plus, si e, désigne le foncteur
constant de A dans Cat de valeur la catégorie ponctuelle, on a des identifications
canoniques au-dessus de B’ :

[ pFu = [guley) = [gujw(ey) et [po*F,= [ g0 u(ey) .
Le morphisme £, , correspond alors a I'intégrale du morphisme de foncteurs induit
par c. Le foncteur d’intégration envoyant les W-équivalences argument par argument
sur des ‘W-équivalences, cela achéve la démonstration. O

Nous allons a présent raffiner la caractérisation des foncteurs fortement localement
constants dans le cas d’un localisateur fondamental propre.

Proposition 6.3.27 — Soient ‘W un localisateur fondamental propre, et u : A — B
un foncteur entre petites catégories. Les assertions ci-dessous sont équivalentes.

(i) Le foncteur u est fortement W-localement constant.

(ii) Pour tous carrés cartésiens de la forme (6.3.18.1), si v et vv' sont W-
transverses o u, et si B et B’ sont W-asphériques, alors w' est une ‘W-équivalence.

(i) Pour tous carrés cartésiens de la forme (6.3.18.1), si v et vv' sont W-lisses,
et si B"” et B’ sont W-asphériques, alors w' est une W-équivalence.

(iv) Pour tous carrés cartésiens de la forme (6.3.18.1), si v et vv' sont des fibra-
tions, et si B" et B’ sont ‘W-asphériques, alors w' est une W-équivalence.

Démonstration. — De la proposition 6.3.18 découle que (7) implique (ii), et on s’aper-
coit aussitot que (i) implique (i) et que (éii) implique (iv). Le lemme 6.3.17 permet
quant & lui de prouver que (iv) implique (iz). Il suffit donc de montrer que la condition
(#) implique la condition (4). Or si u est en outre supposé W-propre, en vertu de
lexemple 6.3.9, la condition (i¢) implique le critére (iv) de la proposition 6.2.3, et
donc il résulte de cette derniere que u est alors une W-fibration faible, ce qui entraine
I'implication voulue dans ce cas. L'implication (1) = (7) étant démontrée dans le cas
propre (en particulier celui d’une cofibration), on en déduit aussitot le cas général
grace au lemme 6.3.26. O

Proposition 6.3.28 — Soient ‘W un localisateur fondamental propre. On considére un
foncteur entre petites catégories u : A — B. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes.

(i) Le foncteur u est fortement W-localement constant.
(i1) Tout carré cartésien de la forme

A’L>A

B'—B

dans lequel v est ‘W-transverse o u est ‘W-homotopiquement cartésien.
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(iii) Pout tout objet b de B, le carré cartésien

A/b—— A
| l
B/b——B
est W-homotopiquement cartésien.
Démonstration. — Le lemme 6.3.26 montre qu’il suffit de prouver la proposition dans

le cas o1 u est W-propre. Dans ce cas, en vertu du corollaire 6.3.19, de I'exemple 6.3.9,
et de la proposition 1.5.18 appliquée a la structure de catégorie de modeles fermée
propre sur Cat associée & W, les conditions (7) et (i) sont équivalentes. D’autre part,
pour tout objet b de B, si u est W-propre, le foncteur canonique de la fibre Ay de u
au-dessus de b vers la catégorie A/b est W-coasphérique. La condition (44) ci-dessus
est donc dans ce cas équivalente au critere donné dans la proposition 6.2.4, ce qui
prouve I’équivalence des conditions (i) et (). O

Corollaire 6.3.29 — Soit W un localisateur fondamental propre. Un foncteur forte-
ment W-localement constant est une W-équivalence si et seulement s’il est ‘W-as-
phérique.

Démonstration. — Cela résulte aussitot du critére (4ii) de la proposition ci-dessus.

O

Théoréme 6.3.30— Soient W un localisateur fondamental propre, et u: A —= B un
foncteur entre deux W-catégories test locales. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes.

(i) Le foncteur u est fortement W-localement constant.
(i1) Pour tout préfaisceau X sur B, le carré cartésien canonique

Ajuw*X —— A
u/Xl Lu
B/X—)B

est W-homotopiquement cartésien.
(iii) Pour tout objet b de B, le carré cartésien canonique

A/b—>A

B/b—>B

est W-homotopiquement cartésien.
(iv) Le foncteur u* : B — A respecte les ‘W-équivalences.
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(v) Pour tout morphisme X —=Y entre préfaisceaur W-asphériques sur B, le
morphisme u*X —= u*Y est une W-équivalence de préfaisceaux sur A.

Démonstration. — La proposition 6.3.28 permet de constater que les conditions (i),
(7) et (4ii) sont équivalentes, et en vertu de la proposition 6.3.24, les conditions ()
et (i) sont équivalentes. Vu qu'il est trivial que (4v) implique (v), il suffit de montrer
que (v) implique (7). On suppose donc dans la suite que le foncteur u* envoie les
morphismes entre préfaisceaux W-asphériques sur des W-équivalences. Soit W la
classe des morphismes de préfaisceaux sur B dont I'image par le foncteur v* est une
W-équivalence de préfaisceaux sur A. On va vérifier que W est un B-localisateur. Le
seul aspect non trivial a vérifier est que toute fibration triviale est dans W. Consi-
dérons dans un premier temps un préfaisceau localement W-asphérique I sur B, et
montrons que pour tout préfaisceau X sur B, la projection oy de I x X sur X est
dans W. On sait que cela est vérifié lorsque X est W-asphérique, car alors I x X est
lui aussi ‘W-asphérique. Cela est donc vérifié lorsque X est représentable. Pour voir le
cas général, on procéde comme suit. On peut considérer la catégorie A/u*X au-dessus
de la catégorie B/ X, et alors pour tout objet b de B, et toute section s : b — X, on
a les identifications suivantes :

(A/u*(I x X))/(b,s) = A/u*(I xb) et (A/u*X)/(b,s)=A/u*b=A/b.
On déduit donc de ce qui précéde que le foncteur induit par la projection oy
A/u*(I x X) — A/u*X

est une W-équivalence localement au-dessus de B/X. C’est donc en particulier une
W-équivalence. Comme B est une W-catégorie test locale, grace au théoréme 4.1.19, il
existe un segment séparant et localement W-asphérique I sur B. On en déduit aussitot
par le lemme 1.4.13 que W est un B-localisateur. Mais alors en vertu du lemme 3.4.43,
W est méme un B-localisateur régulier, et donc il résulte de la proposition 6.1.9 que
W contient les W-équivalences, ce qui achéve la démonstration. O

Corollaire 6.3.31 — Soit W wun localisateur fondamental propre. On considére
un foncteur fortement W-localement constant u : A —= B entre W-catégo-
ries test locales. Alors sous les identifications canoniques }[wﬁ ~ Hot,, /A et
}[WE ~ Hot,, /B, le foncteur u* : }[wg — }[Wg correspond a l’adjoint a droite
du foncteur wy : Hot,y, /A — Hot,,/B. En particulier, pour que u* induise une
équivalence de catégories (au niveau homotopique), il faut et il suffit que u soit une
W-équivalence.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de la caractérisation (i) du
théoréme précédent (la seconde assertion résultant immédiatement de la propreté

de W). O
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Remarque 6.3.32— La premiere assertion du corollaire ci-dessus reste vrai sans hy-
pothese de propreté (mais la bonne condition pour que u* induise une équivalence de
catégories est alors que u soit W-asphérique). Cela ne sera pas utilisé dans la suite,
et nous en laissons la démonstration au lecteur.

Corollaire 6.3.33 — Soit ‘W un localisateur fondamental propre. On considére un
foncteur u : A —= B entre deur W-catégories test locales tel que pour tout mor-
phisme p : X —=Y entre préfaisceaux W-asphériques sur B, le morphisme u*p :
u* X —= u*Y soit une W-équivalence de préfaisceauz sur A. Alors le couple de fonc-
teurs adjoints

w:B—>A et u,:A—=B
est une adjonction de Quillen pour les structures de catégorie de modeéles fermée
dont les cofibrations sont les monomorphismes, et les équivalences faibles, les W-

équivalences. En outre, pour que cette adjonction soit une équivalence de Quillen, il
faut et il suffit que le foncteur u soit une W-équivalence.

Démonstration. — Comme le foncteur u* respecte toujours les monomorphismes, cela
résulte immédiatement du théoreme 6.3.30 et du corollaire précédent. O

Proposition 6.3.34 — Soient ‘W un localisateur fondamental propre, et u : A — B
un foncteur fortement W-localement constant entre ‘W-catégories test locales. Pour
chaque préfaisceau X sur B, on a un carré commutatif canonique a la fois cartésien
et W-homotopiquement cartésien :

w X —i4B/X

|

€;— 4B

Plus généralement, pour tout morphisme p : X —= Y de préfaisceaux sur B, on a un
carré a la fois cartésien et ‘W-homotopiquement cartésien de préfaisceauz sur A :

WX —=i%B/X

* L s
u Pl/ llApr

wY —=i%B/Y

Démonstration. — La premiere assertion résulte aussitot de la seconde (en posant
Y = eé). On remarque grace a la proposition 3.2.14 que pour tout morphisme
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X — Y de préfaisceaux sur B, on a les deux carrés cartésiens ci-dessous.

TNu* X .y

WX —SX i At X — i B/ X
u*Y Tu?yij‘A/u*Y ——4B/Y

Le carré de gauche est homotopiquement cartésien en vertu de la proposition 6.2.7,
et il résulte du théoreme 6.3.30 que celui de droite est I'image par le foncteur ¢%
d’un carré homotopiquement cartésien dans Cat. La proposition 6.2.8, appliquée au
foncteur test local canonique a —= A/a, implique donc que le carré de droite est
homotopiquement cartésien. O

Lemme 6.3.35— Soit W un localisateur fondamental propre. On considére un carré
commutatif de Cat

A v A
(6.3.35.1) u/l lu
B'——B

dans lequel le foncteur v est supposé fortement W-localement constant. On suppose
de plus que pour tout objet a de A, le carré induit

A'la A Ala
(6.3.35.2) l l
B’ Y B

est W-homotopiquement cartésien. Alors le carré (6.3.35.1) est W-homotopiquement
cartésien, et le foncteur w est fortement W-localement constant.

Démonstration. — 1l résulte de la proposition 6.2.2 que le carré (6.3.35.1) est W-ho-
motopiquement cartésien. Les carrés de la forme (6.3.35.2) étant W-homotopiquement
cartésiens pour tout objet a de A, on en déduit que les carrés cartésiens

A’/aw—/a>A/a

|

A/T>A

sont W-homotopiquement cartésiens pour tout objet a de A. Le critere (iii) de la
proposition 6.3.28 montre donc que w est fortement W-localement constant, et achéve
ainsi cette démonstration. O
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6.3.36 — Soit ‘W un localisateur fondamental. Un foncteur u : A — B est localement
W-asphérique, ou plus simplement localement asphérique, si pour tout objet a de A,
le foncteur

A/a —= B/u(a) , (a',a' — a) —= (u(a’),u(a") —= u(a))
est W-asphérique.

Proposition 6.3.37 — Soit ‘W un localisateur fondamental.

(i) Pour qu’un foncteur v : A — B soit localement W-asphérique, il faut et il
suffit que pour tout objet b de B, le foncteur u/b: AJ/b —= B/b soit localement W-
asphérique.

(ii) Les foncteurs localement ‘W-asphériques sont stables par composition.

(iii) Les foncteurs localement ‘W-asphériques sont stables par produits finis.

(iv) Les foncteurs localement ‘W-asphérique sont stables par changement de base
lisse. Autrement dit, si

A’L>A
B —— B

est un carré cartésien de Cat, avec u localement W -asphérique et v ‘W-lisse, alors u'
est localement ‘W -asphérique.

Démonstration. — Voir [96, proposition 1.1.14 et la version duale du corol-
laire 3.2.14]. O

Exemple 6.3.38— Tout foncteur lisse est localement asphérique (d’apres la version
duale de [96, proposition 3.2.9]).

Proposition 6.3.39 — Soit ‘W un localisateur fondamental propre. On considére un
carré cartésien de petites catégories de la forme suivante.

A’L>A
B'—— B

Alors si u est localement W-asphérique et si v est a la fois W-lisse et fortement
W-localement constant, le carré ci-dessus est W-homotopiquement cartésien, et le
foncteur w est a la fois W-lisse et fortement W-localement constant.

Démonstration. — Les foncteurs W-lisses étant stables par changement de base, il est
clair que w est un foncteur W-lisse. La proposition sera donc démontrée si on vérifie
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les hypotheses du lemme 6.3.35. Soit @ un objet de A. On lui associe canoniquement
le cube commutatif suivant (en posant b = u(a)).

Ala A
w/‘y ‘ w/
Ala Al
B/b——|—B
/U/b /v
B'/b B’

Le foncteur v étant W-lisse, et les foncteurs W-lisses étant stables par changement de
base, il en est de méme de v/b. Comme le foncteur A/a —= B/b est W-asphérique,
la face latérale de gauche étant cartésienne, il résulte de la proposition 6.3.5 que le
foncteur A’/a —= B’'/b est W-asphérique. D’autre part, la face horizontale inférieure
de ce cube est W-homotopiquement cartésienne (le foncteur v étant fortement W-lo-
calement constant, cela résulte du critere (74) de la proposition 6.3.28). On en déduit
aussitot que les hypotheses du lemme 6.3.35 sont vérifiées, ce qui prouve que le carré
voulu est W-homotopiquement cartésien et que le foncteur w est fortement W-loca-
lement constant. o

Corollaire 6.3.40 — Soient W un localisateur fondamental propre, et u : A —= B un
foncteur localement W-asphérique entre W-catégories test locales. Sip: X —=Y est

une W-fibration faible de préfaisceaux sur B, alors le carré cartésien associé d p

A/u*XﬂA/u*Y

L

B/X — = B/Y
P

est W-homotopiquement cartésien, et le morphisme u*p : u*X —= u*Y est une W-
fibration faible de préfaisceauxr sur A. En outre, pour tout triangle commutatif de

préfaisceaux sur B
X - Y
\p\ /
S )

sip et q sont des W-fibrations faibles, et si f est une W-équivalence, alors le mor-
phzsme u*f u*X — u*Y est une W-équivalence. En particulier, le foncteur u*
B—4 respecte les W-fibrations faibles et les W-équivalences universelles.
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Démonstration. — La premiere assertion implique aussitot les suivantes. Nous nous
contenterons donc de prouver celle-ci. Soit p : X —= Y une W-fibration faible de
préfaisceaux sur B. Formons les carrés cartésiens suivants.

Aju*X vy A/u*Y —— A

u/xl lu/y i

B/X ———>B/Y B

B

Les foncteurs localement W-asphériques étant stables par changements de base W-
lisses (6.3.37), vu que le foncteur canonique B/Y — B est une fibration, le foncteur
u/Y est localement W-asphérique. D’autre part, le foncteur izp est une fibration (a
fibres discretes), et comme p est une W-fibration faible, le corollaire 6.3.25 implique
que igp est fortement W-localement constant. L’assertion résulte donc aussitot de
la proposition précédente et d’une nouvelle application du corollaire 6.3.25 au mor-
phisme u*p. O

6.3.41 — Soit W un localisateur fondamental. Un foncteur u : A —= B entre petites
catégories est W-excellent s’il est fortement W-localement constant et localement
W-asphérique. Par exemple, en vertu de 6.3.38, tout foncteur W-lisse et fortement
W-localement constant est W-excellent. Lorsque W est propre, les W-bifibrations
de Thomason fortement propres et lisses (c’est-a-dire les fibrations de la structure de
catégorie de modeles fermée du théoréme 5.3.14) sont des foncteurs W-excellents.

Proposition 6.3.42 — Les foncteurs W-excellents sont stables par composition et par
changement de base W-lisse.

Démonstration. — Les foncteurs localement W-asphériques (resp. fortement W-loca-
lement constants) sont stables par composition et par changement de base W-lisse par
la proposition 6.3.37 (resp. par la proposition 6.3.10 et en vertu du corollaire 6.3.20).

O

Proposition 6.3.43 — Soit ‘W un localisateur fondamental propre. Pour tout foncteur
W-excellent v : A —= B entre deuzx W-catégories test locales, le foncteur image
muverse

w B — A

respecte les W-équivalences et les W-fibrations faibles.

Démonstration. — Le fait que u* respecte les W-équivalences résulte aussitot du fait
que u est fortement -localement constant. Le fait qu’il respecte les ‘W-fibrations
faibles résulte immédiatement du corollaire 6.3.40. O
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6.4. Foncteurs localement constants

6.4.1 — Soit ‘W un localisateur fondamental. Un morphisme u : A —= B de Cat
est W-localement constant si pour toute fleche b —= b’ de B, le foncteur induit
AJb—= A/V est une W-équivalence.

Exemple 6.4.2— Tout foncteur fortement W-localement constant, et en particulier
tout foncteur W-asphérique, est W-localement constant.

Exemple 6.4.3— Soit I une petite catégorie, et soit F' un foncteur de I dans Cat
tel que pour toute fleche ¢ — j de I, le foncteur F; — F}j soit une W-équivalence.
Alors la projection canonique de [F sur I est un foncteur W-localement constant.

Exemple 6.4.4— Soit A une petite catégorie. Si X est un préfaisceau sur A tel que
pour toute fleche @ — a’ de A, le morphisme X x a —= X x a' soit une W-équi-
valence, alors le foncteur canonique de A/X vers A est W-localement constant. Par
exemple, si A est une W-catégorie test locale, pour toute petite catégorie C, c’est
le cas de X = ¢%C (4.3.17). Si en outre W est propre, c’est aussi le cas pour tout
préfaisceau fibrant X sur A au sens de ‘Wg.

Exemple 6.4.5— Soient A une petite catégorie, et p : X —= Y un morphisme de
préfaisceaux sur A. Pour que le morphisme p de A soit W;3-localement constant
(cf. 2.2.3), il faut et il suffit que le foncteur i,p : A/X — A/Y soit ‘W-localement
constant.

Proposition 6.4.6 — Un foncteur W-propre u : A —= B est W-localement constant
si et seulement si pour tout foncteur B = Ay —= B, si on forme le carré cartésien

A—A

B —— B )

Vinclusion Ay —= A’ de la fibre A}y de v’ au-dessus de l'objet 0 de B’ est une W-é-
quivalence.

Démonstration. — Soit b : bg —= b1 une fleche de B. Cette derniére définit un fonc-
teur, noté par abus b : B = A; — B, tel que b(0) = by et b(1) = by. Désignons par
A’ la fibre de u au-dessus de b, i.e. le produit fibré de B’ et A au-dessus de B. Pour
e = 0,1, on note AL = A;_ la fibre de A’ au-dessus de . Comme u est propre, les
inclusions

AL —Afb. ,  e=0,1,
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sont des W-équivalences. Le criteére (c) de la proposition 5.3.4 implique d’autre part
que le foncteur A} — A’ est une W-équivalence. Le triangle commutatif

N

A/b,

montre par conséquent que le foncteur A" — A/b; est une W-équivalence. On en
déduit un carré commutatif

Ay — A/bg
A ——=A/by
dont les fleches horizontales sont des ‘W-équivalences, ce qui prouve la proposition. O

Corollaire 6.4.7 — Les foncteurs a la fois W-propres et W-localement constants sont
stables par changement de base.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la proposition précédente et du
corollaire 5.3.6. O

Corollaire 6.4.8 — Tout foncteur a la fois W-propre et W-lisse est W-localement
constant.

Démonstration. — Cela résulte de la proposition 6.4.6 et de la version duale du cri-
tére (c) de la proposition 5.3.4. O

Proposition 6.4.9 — Les foncteurs W-localement constants sont stables par change-
ment de base le long des foncteurs W-lisses.

Démonstration. — Considérons un carré cartésien de petites catégories
A |
|
B ——B

le foncteur v étant W-lisse, et le foncteur u étant W-localement constant. Il s’agit
de montrer que le foncteur v’ est W-localement constant. Soit b’ un objet de B’, et
posons b = v(b'). On a un carré cartésien

A JY — Afb

.

B/t — B/b
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Comme v est W-lisse, B'/b/ —= B/b est universellement dans W (c’est un foncteur
W-lisse a fibres W-asphériques), ce qui implique que le foncteur A’ /b — A/b est
une W-équivalence. Si bj, — b est une fleche de B’, et si on note b, = v(b.), pour
e =0,1, on a donc un carré commutatif

A fbly —> A [

_

A/bo —— A/b1

dont les fleches verticales sont des W-équivalences. On en déduit aussitét que u' est
W-localement constant. O

Proposition 6.4.10 — Soit u : A — B un foncteur entre petites catégories. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes.

(a) Pour tous carrés cartésiens dans Cat,

A"L)A’LA

100

B"——=B ——B )
v
st B"” = e est la catégorie ponctuelle, et B’ un ensemble totalement ordonné fini, alors
w’ est une W-équivalence.
(b) Pour tous carrés cartésiens dans Cat,

A”LA’LA

1070

B”—,>BIT>B )
v

st v’ est une oco-équivalence, alors w' est une W-équivalence.

Démonstration. — On sait qu’un foncteur est une W-équivalence si et seulement si
son nerf est une W-équivalence d’ensembles simpliciaux. Le foncteur nerf étant plei-
nement fidele et commutant aux produits fibrés, cet énoncé est donc une conséquence
de la proposition 2.2.5. O

Lemme 6.4.11— Soit F : B — Cat un foncteur défini sur une petite catégo-
rie tel que pour toute fleche b —=1V' de B, le foncteur F(b) —= F(V') soit une
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W-équivalence. Posons A = fF, et désignons par u la projection canonique de A sur
B. Alors pour tous carrés cartésiens dans Cat,

Y ey

100

B"—> B ——B )
U/ v
st B” = e est la catégorie ponctuelle, et si B’ admet un objet final, alors w' est une
W-équivalence.

Démonstration. — Si v’ pointe 1'objet final de B’, alors v’ est un foncteur W-coas-
phérique, et donc en vertu de la proposition 6.3.4, le foncteur w’ est W-coasphérique.
Dans le cas général, v’ correspond & un objet b de B, et la catégorie A” s’identifie
alors & F(b), et w’ & linclusion canonique dans A’ = [v*F. Si by est un objet final
de B, le morphisme de b vers by induit par fonctorialité un morphisme i de F(b) vers
F(bg). Or i est une W-équivalence par hypothese, et on vient de voir que I'inclusion
canonique wj, de F'(by) dans A’ est une W-équivalence. Or on a un morphisme de
foncteurs canonique de w’ vers w(i induit par la fleche de b vers by (voir [96, 2.2.3]).
Cela implique que les morphismes w’ et w(i sont A;-homotopes, d’ot on déduit que
w’ est aussi une W-équivalence. O

Proposition 6.4.12 — Soit u : A — B un foncteur entre petites catégories. Les as-
sertions suivantes sont équivalentes.

(i) Le foncteur u est W-localement constant.
(i) Pour tous carrés cartésiens dans Cat,

A//L)A/LA

1

B — B’ — B )
v

st v et vv' sont W-transverses a u, et si v est une oco-équivalence, alors w' est une
W-équivalence.
(iii) Pour tous carrés cartésiens dans Cat,

A”LA’LA

1070

B'——~B ——B '
v

st v et vv' sont W-lisses, et si v est une co-équivalence, alors w' est une W-équi-
valence.
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Démonstration. — Soit Fy, le foncteur de B dans Cat défini par Fy,(b) = A/b pour tout
objet b de B. On s’apercoit aussitot grace au lemme 6.3.26 que u est ‘W-localement
constant si et seulement si la projection canonique 65 de f F,, sur B l'est. Le méme
lemme implique donc qu’il suffit de prouver la proposition pour un foncteur de la forme

01 . Mais alors cela résulte immédiatement du lemme 6.4.11 et de la proposition 6.4.10.
O

Scholie 6.4.13 — Les propositions 6.4.10 et 6.4.12 peuvent étre vues comme des ver-
sions abstraites du théoreme de complétion en groupe. Cela pourra paraitre plus
évident pour le lecteur si on les applique dans le cas ot W est défini par une théorie
homologique au sens de 9.4.3 (voir [100, 101, 64]). On en déduit aussi les variantes
suivantes du théoreme B de Quillen.

Proposition 6.4.14 — Soit u : A — B un foncteur entre petites catégories. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes.

(i) Le foncteur u est une Who-fibration faible.

(i) Tout carré cartésien de la forme

A——A

B —— B )

ot B’ est un ensemble totalement ordonné fini, est Whso-homotopiquement cartésien.
(iii) Pour tous carrés cartésiens dans Cat,

A”—i>A/—>A

137

B'"——B ——B ’

st B" = e est la catégorie ponctuelle, et B’ un ensemble totalement ordonné fini, alors
1 est une co-équivalence.

Démonstration. — La proposition 6.4.10 montre I’équivalence entre les conditions ()
et (i11), et il est clair que la condition (%) implique la condition (#7). La proposi-
tion 6.2.3 montre enfin que (7) implique (). O

Théoréme 6.4.1%5Quillen [117). — Soit u : A —= B un foncteur entre petites caté-

gories. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Le foncteur u est W._-localement constant.
(i) Le foncteur u est fortement Wh-localement constant.
(iii) Le foncteur image inverse u* : B —= A respecte les co-équivalences.
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(iv) Pour tout préfaisceau X sur B, le carré ci-dessous est W, -homotopiquement
cartésien.

u/xl l

B/X — B
(v) Pour tout objet b de B, A/b est la fibre homotopique de A au-dessus de b au

sens de W, i.e. le carré ci-dessous est Wh,-homotopiquement cartésien.
A/b—— A
B/b——B

(vi) Siv: B —= B est Wy -transverse 4 u, alors le carré cartésien
A ——A
u’l lu
B ——>B
est Wao-homotopiquement cartésien.

Démonstration. — La proposition 6.4.12 montre que (i) implique (i), et la propo-
sition 6.3.28 implique que les conditions (ii), (iv), (v) et (vi) sont équivalentes. Les
implications (i) = (ii7) = (i) étant triviales, cela prouve le théoreme. O

Corollaire 6.4.16 — Un foncteur W -propre est Wi -localement constant si et seule-
ment si c’est une Wi -fibration faible.

Démonstration. — Cela résulte du corollaire 6.3.19 et du théoreme 6.4.15. O
Corollaire 6.4.17 — On considére une petite catégorie S, et un morphisme de Cat/S

A———=B

i

tel que les foncteurs p et q soient W -localement constants. Alors le foncteur u est une
oco-€quivalence si et seulement s’il est une co-équivalence localement au-dessus de S.

)

Démonstration. — Cela résulte aussitot du critere (v) du théoreme 6.4.15. O

Corollaire 6.4.18 — Un morphisme W -localement constant de Cat est une oo-
équivalence si et seulement s’il est co-asphérique.
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Démonstration. — 1l s’agit d’un cas particulier du corollaire précédent, appliqué a
B=Setq=1p. O
Corollaire 6.4.19 — Les foncteurs Wy -localement constants sont stables par compo-
sition.

Démonstration. — 1l est immédiat que la condition () du théoreme 6.4.15 est stable
par composition. O

Remarque 6.4.20— Tous les énoncés ci-dessus admettent des versions duales en pas-
sant aux catégories opposées.

6.4.21 — On définit le foncteur composantes connexes
o : Cat — ‘Ens

comme 'adjoint a gauche du foncteur qui associe a chaque ensemble la catégorie
discrete correspondante. Si X est un ensemble simplicial, on obtient une bijection
canonique mX =~ meA/X. On vérifie enfin sans difficultés que pour toute petite
catégorie C, on a une bijection canonique moC' ~ o N C. Un morphisme de (Cat sera
appelé une 0-équivalence s’il induit une bijection apres application du foncteur 7.
On vérifie immédiatement que les 0-équivalences forment un localisateur fondamental
grace au fait que le foncteur my commute aux petites limites inductives. Ce qui précede
implique en outre que le A-localisateur correspondant au localisateur fondamental des
0-équivalences est celui des 0-équivalences au sens du paragraphe 2.2.1. On obtient
des lors un analogue du théoréeme 2.2.10 en termes de localisateurs fondamentaux.

Théoréme 6.4.22— Soit W un localisateur fondamental satisfaisant auzx conditions
sutvantes.

(a) Toute W-équivalence est une 0-équivalence.

(b) Un foncteur W-localement constant est une W-équivalence si et seulement s’il
est W-asphérique.
Alors W = We.

Démonstration. — Comme W, est par définition le localisateur fondamental mini-
mal, il suffit de montrer que toute W-équivalence est une oo-équivalence. En vertu du
théoréme 4.2.15 et du corollaire 4.2.19, il suffit méme de montrer que le A-localisateur
(test) W5 = i;l W est contenu dans celui des oo-équivalences. Pour cela, on va mon-
trer qu’il vérifie les conditions du théoréme 2.2.10. La condition (i) correspond & la
condition (a), et la condition (#4) exprime simplement le fait que pour tout ensemble
simplicial X, les projections X x A, —= X sont des Wx-équivalences. Il reste donc
a montrer la condition (7). Or il est immédiat qu’un morphisme d’ensembles simpli-
ciaux est Wx-localement constant au sens de la définition 2.2.3 si et seulement si son
image par le foncteur i, est W-localement constante, ce qui prouve le théoréme. [
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Remarque 6.4.23— On peut vérifier que les seuls localisateurs fondamentaux qui ne
satisfont pas a la condition (a) de I’énoncé ci-dessus sont les localisateurs fondamen-
taux grossiers (voir 9.3.2). Or il est facile de voir que le localisateur fondamental
grossier non trivial ne satisfait pas non plus & la condition (b) : pour avoir un contre-
exemple, il suffit de considérer une inclusion non surjective d’ensembles non vides
(vus comme des catégories discrétes). Autrement dit, ce théoréme peut étre raffiné
de la maniere suivante : le seul localisateur fondamental non trivial satisfaisant a la
condition (b) ci-dessus est le localisateur fondamental minimal.

Proposition 6.4.24 — Soit A une Wy -catégorie test locale. On désigne par W, =
i;l‘Woo le A-localisateur régulier et propre des co-équivalences. On considére un mor-
phisme p : X —=Y de préfaisceaux sur A. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(a) Pour tout morphisme Z —= Y, le carré

Ixy X —X

)

g —

est W, -homotopiquement cartésien.
(b) La fléche p est une W -fibration faible.

(¢) Le morphisme p est W -localement constant.

Démonstration. — Le fait que les conditions (a) et (b) sont équivalentes résulte aussi-
t6t de la proposition 1.5.18. On vérifie grace au corollaire 6.3.25 (resp. immédiatement)
que la condition (b) (resp. (¢)) équivaut a dire que le foncteur i 4p est fortement W. -
localement constant (resp. W, -localement constant). Cette proposition résulte donc
du théoreme 6.4.15. O

Corollaire 6.4.25 — Soit A une Wso-catégorie test locale. On désigne par W, =
i;l‘T/VOO le A-localisateur des oo-équivalences, et on se donne un morphisme W -lo-
calement constant p : X —=Y de préfaisceauxr sur A. Les conditions suivantes sont
équivalentes.

(a) Le morphisme p est une oco-équivalence.

(b) Le morphisme p est une W -équivalence universelle.

(c) Pour tout préfaisceau représentable a sur A, et toute section a —=Y de Y
au-dessus de a, la projection de a Xy X sur a est une co-équivalence.

Proposition 6.4.26 — Soit A une Wh-catégorie test locale. Alors W, = i;l‘Woo est le

A-localisateur régulier engendré par les morphismes entre préfaisceauz représentables
sur A.
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Démonstration. — 1l suffit de vérifier que les hypotheses de la proposition 6.1.3 sont
vérifées en prenant pour 4 I'ensemble des préfaisceaux représentables sur A. La condi-
tion (a) est évidente, la condition (b) résulte du corollaire 3.4.24, la condition (¢) du
théoréme 4.2.15, et la condition (d) de la proposition 6.4.24. O

Corollaire 6.4.27 — Soient A une W.,_-catégorie test locale, et B une petite catégorie.
Le A x B-localisateur des oo-équivalences est le plus petit parmi ceux qui contiennent
les co-équivalences argument par argument sur B (i.e. les flecches X —Y telles que
pour tout objet b de B, X, —= Y}, soit une oo-équivalence) et les fléches de la forme
1y X g:axb—=axb pour tout objet a de A, et toute fléeche g : b —= b’ de B.

Démonstration. — On sait que A x B est une W, -catégorie test locale (4.1.22), ce
qui donne déja un sens a ’énoncé. Soit W le plus petit A x B-localisateur contenant
les oo-équivalences argument par argument sur B et les fleches de la forme 1, X g :
a X b—a x V. Le A-localisateur des co-équivalences étant régulier, il résulte de
la proposition 3.4.44 que W contient un A x B-localisateur régulier, et est donc lui-
méme régulier. Il est d’autre part immédiat que W contient toutes les fleches de A x B,
et par conséquent, la proposition précédente implique que W contient toutes les oo-
équivalences. L’inclusion inverse résulte aussitot du lemme 4.3.8. O

Remarque 6.4.28— Le corollaire ci-dessus montre que la caractérisation de W__ don-
née dans la proposition 6.4.26 est optimale : il implique que le contre-exemple 3.4.57
montre 'existence de W, -catégories test locales A telles que le A-localisateur engen-
dré par les fleches entre préfaisceaux représentables sur A soit strictement contenu
dans celui des co-équivalences.

Proposition 6.4.29 — Soit u : A —= B un foncteur ‘W._-localement constant entre
deux W._-catégories test locales. Le couple de foncteurs

w B —=A et u*g—>§
est une adjonction de Quillen pour les structures de catégorie de modéles fermée asso-
ciées au localisateur fondamental W, (dont les cofibrations sont les monomorphismes,
et les équivalences faibles, les co-équivalences). En outre, ce couple de foncteurs ad-
joints est une équivalence de Quillen si et seulement si u est une co-équivalence.

Démonstration. — En vertu des théoremes 6.3.30 et 6.4.15, c’est un cas particulier
du corollaire 6.3.33. O

6.5. Systémes locaux

6.5.1 — On consideére un localisateur fondamental accessible fixé W.
Soit A une petite catégorie. Le foncteur d’intégration (3.3.13) définit un foncteur

/ : Hom(A, Cat) — Cat/A .
A
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Ce dernier envoie les W-équivalences argument par argument sur des ‘W-équivalences
au-dessus de A, et par conséquent, induit un foncteur

/ Hot,,(A) = (W4)~! Hom(A, Cat) —> Hot,, A .

Ce dernier identifie la catégorie Hot,, /A avec la localisation de Hot,,(A) par les
images des fleches de Hom(A, Cat) dont l'intégrale est une W-équivalence; voir [96,
théoréeme 3.1.4].

On dira qu'un foncteur F' : A — Cat est fortement W-localement constant s’il
est isomorphe dans Hot,,(A) a un foncteur de la forme ©4(X,p) (cf. 3.3.18), ou
p: X — A est une W-fibration de Thomason (cf. 5.2.16).

Lemme 6.5.2 — soit C une catégorie de modéles fermée. On considére un triangle
commutatif de C de la forme suivante.

X————>Y

Ny

Si p et q sont des fibrations, et u une équivalence faible, alors pour tout morphisme
f:Z — Z, dans le triangle commutatif

Xv

obtenu a partir du précédent par changement de base le long de f, le morphisme u’
est une équivalence faible.

Démonstration. — Le foncteur évident C/Z’ — C/Z est un foncteur de Quillen a
gauche, et donc son adjoint & droite est un foncteur de Quillen a droite. En particu-
lier, il respecte les équivalences faibles entre objets fibrants. Ce lemme n’est qu’une
reformulation de cette derniere assertion. O

Proposition 6.5.3 — Le foncteur [, : Hotg,(A) — Hot,, /A admet un adjoint a
droite pleinement fidéle dont l'image essentielle est formée des foncteurs fortement
W-localement constants dans le sens défini ci-dessus.

Démonstration. — Le couple de foncteurs adjoints ©', et © 4 induit des équivalences
de catégories (quasi-inverses I'une de I'autre) entre Hot,,(A) et la localisation de
Cat/A par les W-équivalences localement au-dessus de A [96, théoréme 3.1.4]. L’exis-
tence de la structure de catégorie de modeles fermée de Thomason associée a W
(5.2.15) implique qu’il existe un endofoncteur L de Cat/A

L: Cat/A — Cat/A | (X,;p: X — A)+— (LX,Lp: LX — A)
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et un morphisme de foncteurs [ : 144;/4 — L tels que pour tout objet (X, p) au-dessus
de A, le morphisme [(x ) soit une W-équivalence.

(X P)

\/

Le lemme précédent (appliqué a la structure de catégorie de modeles fermée de Tho-
mason associée & W) implique que pour toute ‘W-fibration de Thomason p : X — A,
le morphisme [(x ) est une W-équivalence localement au-dessus de A, et que pour
tout morphisme f au-dessus de A,

va

le morphisme Lf est une W-équivalence localement au-dessus de A. Cela permet de
s’apercevoir aisément que la localisation de la sous-catégorie pleine de Cat/A formée
des W-fibration de Thomason de but A par les ‘W-équivalences localement au-dessus
de A s’identifie avec la localisation de la méme catégorie par les W-équivalences au-
dessus de A. Cela permet de conclure formellement. O

Remarque 6.5.4— En reprenant la construction et les notations de la preuve ci-
dessus, on déduit par un argument de forte saturation que pour qu’un foncteur F'
de A dans Cat soit fortement -localement constant, il faut et il suffit que le A-
morphisme

[F————L[F
N\

soit une W-équivalence localement au-dessus de A.

Lemme 6.5.5— Soit W un localisateur fondamental propre. On considére un triangle
commutatif de Cat de la forme suivante.

X\_/Y

(a) Si le foncteur u est une W-équivalence localement au-dessus de A, pour que p
soit un foncteur fortement W-localement constant, il faut et il suffit qu’il en soit de
méme de q.
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(b) Si les foncteurs p et q sont fortement W-localement constants, pour que le
foncteur u soit une W-équivalence, il faut et il suffit qu’il soit une W-équivalence
localement au-dessus de A.

Démonstration. — Cela résulte aussitot du critere (4i4) de la proposition 6.3.28. [

Théoréme 6.5.6— Soient ‘W un localisateur fondamental propre et A une petite ca-
tégorie. On considére un foncteur F' défini sur A et a valeurs dans Cat. Les assertions
sutvantes sont équivalentes.

(a) Le foncteur F' est fortement W-localement constant.

(b) Le foncteur F est dans l'image essentielle de l’adjoint o droite du foncteur de
localisation Hot,,(A) — Hot,, /A.

(¢) La projection canonique [F —= A est un foncteur fortement W-localement
constant (cf. 6.5.8).

(d) La projection canonique [F —= A est une W-fibration faible.

Démonstration. — L’équivalence de (a) et (b) est un cas particulier de la proposition
précédente, et celle entre (¢) et (d) provient du corollaire 6.3.19 (pour le moment, nous
n’avons pas utilisé la propreté de W, mais seulement Paccessibilité). La remarque 6.5.4
et le lemme précédent permettent quant & eux de vérifier I’équivalence entre (a)
et (d). O

Corollaire 6.5.7 — Soit W un localisateur fondamental propre. Pour tout foncteur
entre petites catégories u: A — A, le foncteur image inverse

respecte les foncteurs fortement ‘W-localement constants.

Démonstration. — Les W-fibrations faibles étant stables par changement de base
cela résulte du carré cartésien défini au numéro 6.3.1 et de la caractérisation (d)
ci-dessus. O

Corollaire 6.5.8 — Soient W un localisateur fondamental propre, et A une petite ca-
tégorie. Pour qu’un foncteur F' de A dans Cat soit fortement ‘W-localement constant,
il faut et il suffit que pour tout foncteur u : A —= A de source W-asphérique, le
foncteur u*F' soit isomorphe dans Hot,,(A’) a un foncteur constant.

Démonstration. — Si A est W-asphérique, on a une équivalence de catégories ca-
nonique Hot,,/A ~ Hot,,. Il s’ensuit que tout foncteur fortement W -localement
constant sur A est isomorphe & un foncteur constant. Cela montre grace au corol-
laire 6.5.7 que c’est une condition nécessaire. Réciproquement, supposons que F' est
un foncteur de A dans Cat tel que pour tout foncteur u : A’ —= A de source W-
asphérique, le foncteur v*F' soit isomorphe dans Hot,,(A") & un foncteur constant.
Tout foncteur constant étant fortement W -localement constant, on en déduit grace

ASTERISQUE 308



6.5. SYSTEMES LOCAUX 279

au critere (d) du théoreme 6.5.6 et & la caractérisation (iv) de la proposition 6.2.3
que F' est fortement /-localement constant. O

Corollaire 6.5.9 — Pour un foncteur F défini sur une petite catégorie A a valeurs
dans Cat, les conditions suivantes sont équivalentes.

(a) Le foncteur F' est fortement Weo-localement constant.

(b) Le foncteur F est oco-localement constant dans le sens ot pour toute fléche
a—a' de A, le foncteur F, — F,/ est une co-équivalence.

(c) Pour tout objet a de A, la restriction de F' a A/a est isomorphe & un foncteur
constant dans Hot__(A/a).

Démonstration. — Cela résulte aussitét du théoréme B de Quillen (6.4.15) et du
théoreme 6.5.6. O

Remarque 6.5.10— Cet énoncé peut étre vu comme une reformulation dans Cat du
corollaire 6.4.27. On en déduit une caractérisation des oco-équivalences comme suit
(cela peut étre vu comme une version abstraite du théoréme B de Quillen).

Si C est une catégorie de modeles fermée et A une petite catégorie, on dit qu’un pré-
faisceau F sur A a valeurs dans C est localement constant si pour toute fleche a — o
de A, le morphisme F,, —= F, est une équivalence faible de C. On note LC(A4, C) la
sous-catégorie pleine de Ho(Hom(A°P, C)) formée des foncteurs localement constants.

On admet ici que la notion de limite homotopique a un sens pour une catégorie de
modeles fermée arbitraire (cf. [29, 34, 48, 72]).

Théoréme 6.5.11— Soit u : A — B un foncteur entre pettes catégories. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes.

(i) Le foncteur u est une co-équivalence.

(ii) Pour toute catégorie de modéles fermée C et tout préfaisceau F sur B d valeurs
dans C, si F est localement constant, alors le morphisme canonique

Rlim F — Rlimu*F
—= —
Bop Aop
est un isomorphisme dans Ho(C).

(iii) Pour tout préfaisceau simplicial F sur B, si F est localement constant, alors
le morphisme canonique
Rlim F — Rlimu*F
= —=
Bor Aop

est un isomorphisme dans }[Wxﬁ ~ Hot .

Démonstration. — 11 est trivial que (7) implique (44), et on constate que (i) im-
plique (4), car le lemme 3.1.20 montre que ’hypothese (74) (appliquée seulement pour
les préfaisceaux constants sur B) et le théoreme 4.2.15 (appliqué a la catégorie test A)
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impliquent (7). Supposons que u est une oo-équivalence, et démontrons (éii). Il suffit
de prouver que le foncteur image inverse

* . Ho(Hom (B, A)) — Ho(Hom(A% A))
induit une équivalence de catégories
u* : LC(B,A) —=LC(4,A) .
On en déduira alors par pleine fidélité que pour tout préfaisceau localement constant
F sur B a valeurs dans A et tout ensemble simplicial K, on a
Hompot (K, R]im F) ~ Hompor (K, Rlimu"F) ,

Bop Aop
d’ot l'isomorphisme attendu Rlim F ~ Rlim , _ «*F par le lemme de Yoneda.

<——Rop <« Aop
Or il résulte formellement de 6.5.6 et 6.5.9 que 'on a une équivalence de catégories
canonique

C(X, Cat) ~ Hot_ /X

pour toute petite catégorie X (ot Cat est munie de la structure de catégorie de modeles
fermée de Thomason associée & Ws,). On a aussi une équivalence de catégories

LC(X,A) ~ LC(X, Cat)

issue de l’équivalence de Quillen entre Cat et A (5.2.12), ou bien encore, de ma-
niere équivalente, des équivalences de catégories induites par le foncteur i, (en appli-
quant 4.2.24 pour A = A). Apres ces identifications, le foncteur u* correspond sur les
préfaisceaux localement constants a ’adjoint a droite du foncteur induit par «°?

Hot_ /A°? — Hot_ /B" ,

lequel est une équivalence de catégories puisque u°? est une oo-équivalence et ‘W, est
propre. Montrons enfin que () entraine (4). Considérons une catégorie de modeles
fermée abstraite C, et K un objet de C. Pour un préfaisceau localement constant
F sur B & valeurs dans C, on a par (i) le calcul suivant (voir par exemple [34,
proposition 6.13] pour lui donner un sens raisonnable) :
Hompo (o) (K, R]im F) ~ 7o (R Hom(K, R ]im F"))
Bor Bor
Rlim R Hom(K, F))

Prmininint
Bor

o (

~ 7o (R Jim v*R Hom(K, F))
Aop

(Rlim R Hom(K,u*F))
Aop

(RHom (K, R Jlim u* F))

~ HomHo(C) (K, Rﬁu*F) .

Aow

= To

§:E

Cela acheve la démonstration grace au lemme de Yoneda. O
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Corollaire 6.5.12 — Soit I une petite catégorie co-asphérique. Pour toute catégorie
de modeles fermée C et tout préfaisceau F' sur I a valeurs dans C, si F' est localement
constant, alors pour tout objet i de I, on a un isomorphisme canonique

Rlim F ~ F;
4m
Iop

dans la catégorie homotopique Ho(C).

Démonstration. — On applique le théoreme précédent au cas ou u est le foncteur
1:e— 1. O

Scholie 6.5.13 — Soient C une catégorie de modeles fermée, et X une petite catégorie.
Pour un préfaisceau F' sur X a coefficients dans C, on définit la cohomologie de X a
coefficients dans F par la formule

RI(X,F) =Rlim I .
Xop

Le théoréme 6.5.11 s’interprete alors en disant que les co-équivalences sont testées par
la cohomologie a coefficients localement constants. Par exemple si C = 3, on peut
prendre pour F' le i-éme espace d’Eilenberg-MacLane K (L, ) associé & un préfaisceau
localement constant L sur X (i.e. L est un préfaisceau sur le groupoide fondamental
de X), en supposant que ¢ = 0 si L est un préfaisceau d’ensembles, i = 1 si L est un
préfaisceau de groupes, ou que ¢ > 2 si L est un préfaisceau de groupes abéliens. On
a alors la formule

Hi-"(X,L i0<n <,
WnRF(X,K(L,’L)) :{ ( ) ) S1 n 7

sin > 1.
Un théoreme de Whitehead bien connu affirme qu’un foncteur entre petites catégories

[+ X — Y est une co-équivalence si et seulement si pour tout systéeme local de la
forme K(L,) sur Y, le morphisme

RINY,K(L,i)) — RI(X,K(f*L,1))

est un isomorphisme. Cela se déduit facilement de la caractérisation (ii¢) du théo-
reme 6.5.11 et de la théorie des tours de Postnikov.

Pour terminer cet aparté cohomologique, mentionnons enfin la caractérisation sui-
vante des foncteurs coasphériques. Considérons un triangle commutatif de Cat de la
forme
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Alors le foncteur u est une co-équivalence colocalement au-dessus de S si et seulement
si pour toute catégorie de modeles fermée C et tout préfaisceau F sur S a coefficients
dans C, le morphisme canonique

RIY,w*F) — RI'(X,v*F)

est un isomorphisme dans Ho(C). Si C est une catégorie de modeles fermée expo-
nentielle(), cela résulte par transposition de la condition (b) de la proposition 3.1.18.
Le cas général se démontre de la méme maniere; voir [32, 34]. En particulier, un
foncteur u : X — Y entre petites catégories est oo-coasphérique si et seulement si
pour tout préfaisceau F' sur Y a coefficients dans C, le morphisme canonique

RI(Y,F) — RI(X,u*F)

est un isomorphisme dans Ho(C). Ainsi, toutes les propriétés fondamentales de W,
se trouvent reflétées du point de vue cohomologique. C’est en se guidant sur ce type de
caractérisation des co-équivalences (dans le cadre plus général des topos) que Grothen-
dieck a dégagé la notion de localisateur fondamental. Comme cela est déja mentionné
dans la Poursuite des champs [67], les notions de foncteurs propres ou lisses admettent
une caractérisation cohomologique en termes d’isomorphismes de changement de base
(d’ott cette terminologie). Cela est développé dans [96, 3.2.24] pour des coefficients &
valeurs dans Cat (en fait, plutot Cat°? de notre point de vue). Cela garde bien entendu
tout son sens pour une catégorie de modeles fermée abstraite, et plus généralement
pour tout dérivateur ; voir [68, 95, 34, 32, 37].

(1)Nous rappelons que c’est le cas de toutes les catégorie de modeles fermées qui apparaissent dans
ce livre. En fait, c’est essentiellement toujours le cas dans la pratique (cf. [6, 7]) : c’est vrai par
exemple pour les complexes de modules sur un anneau [74] et pour les spectres [19, 64, 75].
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CHAPITRE 7

REPRESENTATIONS ET STRUCTURES FIBREES

7.1. Représentations d’un préfaisceau de groupes

7.1.1 — Soit A une petite catégorie. Si A est un préfaisceau de petites catégories
sur A (ou de maniére équivalente, un objet catégorie dans E), on définit Rep(A),
la catégorie des représentations de A, de la maniére suivante. Un objet de Rep(A)
est un couple (X&) ou X est la donnée pour chaque objet a € A d’un préfaisceau
d’ensembles X, sur la catégorie A,, et £ est la donnée pour chaque fleche o : a — o
de A, d’'un morphisme &, : X, — A} X, de préfaisceaux sur A/, tel que pour tout
objet a de A, on ait I’égalité &, = 1x,, et pour toute paire de fleches composables
de A,

/

@ / @ "
a——a —>Qa

)

le diagramme ci-dessous commute.

&t % A% éa %
Xa// _— Aa/Xa/ —_— [AZ’AQXU« = [AZ’QXUI

£ol o

Une fleche ¢ de (X&) vers (Y,n) est la donnée pour chaque objet a de A d’'un

morphisme @, : X, — Y, dans A, telle que pour toute flecche o : a —= a’ de A, le
carré suivant commute.

Xy =2 A% X,

Lpa"/ \LAZCPQ

Yo ——= ALY,

Exemple 7.1.2— Si A est une petite catégorie, et si G est un préfaisceau de groupes
sur A, on peut considérer G comme un préfaisceau de catégories (puisqu’un groupe
est en particulier une petite catégorie n’ayant qu’un seul objet). La catégorie Rep(G)
est la catégorie des préfaisceaux sur A munis d’une action de G (& droite). En effet,
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si G est un groupe vu comme une petite catégorie, on vérifie immédiatement que la
catégorie des préfaisceaux sur G est la catégorie des ensembles munis d'une action
de G a droite, et Pexplicitation de la catégorie Rep(G) ci-dessus prend alors le sens
annoncé. On note dans ce cas BG = VG la catégorie classifiante associée a G.

Lemme 7.1.3— Soient A une petite catégorie et A un préfaisceau de petites caté-
gories sur A. On rappelle que VA désigne la catégorie fibrée sur A associée a A.
Alors la catégorie des représentations de A est canoniquement équivalente a celle des
préfaisceaux sur VA.

Démonstration. — On rappelle que la catégorie VA est définie comme suit. Les ob-
jets sont les couples (a,x), a € A, x € Ob A,, les fleches (a,x) —= (a/,2’) sont les
couples (o, u), ot a : a — a’ est une fleche de A, et v : © —= A, (2') une fleche
de A,. Si (o, u) : (a,z) — (d/,2') et (o/,0) : (a/,2") —= (a”,2") sont deux fleches
composables, alors

(o, u') o (a,u) = (& o, Ay (u') o ut) .
Pour chaque objet a de A, on a un foncteur canonique

l,:A, — VA | x+— (a,z) ,
et pour chaque fleche o : @ — a’ de A, on a un morphisme de foncteurs

d!faﬂaﬁfa/ s dI:(a,lAa(z)) , r€ObA, .

Si X est un préfaisceau sur VA, pour chaque objet a de A, on pose X, = X, et
pour chaque fleche o : @ — a’, le morphisme de foncteurs & induit un morphisme

Co=a" 05X =Xy — AXX, =A% 05X .
On obtient de la sorte un foncteur
VA — Rep(A) , X+ (X,¢).

Inversement, si (X, &) est une représentation de A, on définit un préfaisceau X sur
VA de la maniére suivante. Si (a,z) est un objet de A, on pose

Y(a,:n) = (Xa)z )
et si (o, u) : (a,2) —= (a’,2'), est une fleche de A, on obtient une application évidente
Y(a/,z’) = (Xa/)m/ e ([AZXII)I’ = (Xll)/Aa(I/) e (Xu,)m = Y(a,z) .

Une vérification immédiate montre que X —= X définit un foncteur quasi-inverse du

précédent. O
7.1.4 — Soient A une petite catégorie, et G un préfaisceau de groupes sur A. On a
alors la catégorie classifiante de ce dernier, BG, et une fibration canonique

q: BG— A

ASTERISQUE 308



7.1. REPRESENTATIONS D’UN PREFAISCEAU DE GROUPES 285

Si X est un préfaisceau sur A, X x G peut étre vu comme une représentation de G
en considérant I’action triviale sur le premier facteur, et laction par translations (a
droite) sur le second. La catégorie BG peut alors étre décrite comme la sous-catégorie
pleine de Rep(G) dont les objets sont les représentations de la forme a x G, ou a est
un objet de A (vu comme un préfaisceau représentable muni de 'action triviale). Si
a et a’ sont deux objets de A, ’ensemble des morphismes équivariants de a x G vers
a’ x G s’identifie canoniquement & celui des couples («, g), oll @ : a —= a’ est une
fleche de A, et g un élément du groupe G,. Un tel couple correspond au morphisme
équivariant

g aXlg
aXG——=axG——=d xG

ol g désigne par abus le morphisme de multiplication (& gauche) par g. Enfin, la
composition est donnée comme suit : si

(,9):axG—=d xG et (¢,¢):d xG—d"xG
sont deux fleches composables de BG, leur composée est définie par

(@,9") (a,9) = (&' o, 0" (g") 9)
ou o = G, désigne le morphisme de groupes de G, vers G, induit par «. La
fibration ¢ est définie en envoyant a x G sur a pour les objets, et par la formule
q(a, g) = « pour les fleches : autrement dit, c’est la restriction & BG du foncteur de
passage au quotient sous 'action de G.
On définit un foncteur
s: A— BG

de la maniere suivante. Pour chaque objet a de A, on pose sa = a x G, et pour
chaque fleche o : @ — o’ de A, on pose sa = (¢, e,) (e, désignant 1’élément neutre
du groupe G, ). Il est évident que s est une section de g.

Les deux foncteurs ¢ et s induisent des foncteurs image inverse (on identifie la
catégorie des préfaisceaux sur BG et celle des représentations de )

¢ A— Rep(G) et s*: Rep(G) — A .

Le foncteur ¢* est le foncteur qui & un préfaisceau X sur A associe le préfaisceau X
muni de Paction triviale de @G, et le foncteur s* est le foncteur d’oubli de I'action de
G. Les foncteurs ¢* et s* admettent chacun deux adjoints, 'un a gauche et autre a
droite, et donc commutent aux petites limites inductives et projectives. En particulier,
ils respectent les monomorphismes et les produits cartésiens. L’adjoint a gauche de
q* est le foncteur

q: Rep(G) — A
qui associe & une représentation X de G son quotient G\ X sous l'action de G. L’ad-
joint & gauche de s*, noté

S!:A\—>i7(,ep(G) ,
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est le foncteur qui & un préfaisceau X sur A associe le préfaisceau X x G (avec 'action
triviale sur le premier facteur, et 'action par translations sur le second).

Un morphisme de Rep(G) est une cofibration locale il vérifie la propriété de re-
levement & gauche relativement aux morphismes équivariants qui sont des fibrations
triviales de préfaisceaux sur A (apreés oubli de l'action de G). Une représentation X
de G est localement cofibrante si la fleche canonique de la représentation vide vers X
est une cofibration locale.

7.1.5 — Dans la suite, on fixe un A-localisateur W. Un morphisme de Rep(G) sera
appelé une W-équivalence si elle en est une dans A (aprés oubli de ’action). On
note Wq la classe des W-équivalences de Rep(G). On dira par abus qu’une classe de
fleches de Rep(G) est un BG-localisateur si son image par 'équivalence de catégories
canonique du lemme 7.1.3 en est un. On se permettra de méme dans ce contexte de
parler d’accessibilité, de régularité et de propreté.

Proposition 7.1.6 — Les W-équivalences forment un BG-localisateur. Si en outre W
est accessible (resp. régulier), alors il en est de méme de Wg.

Démonstration. — Le foncteur d’oubli s* admet un adjoint & gauche qui respecte
les monomorphismes (voir la description explicite de s ci-dessus). Il résulte donc de
la proposition 1.4.20 que les W-équivalences forment un BG-localisateur, et que ce
dernier est accessible si c’est le cas de W. L’assertion concernant la régularité est
quant & elle conséquence immédiate du lemme 3.4.43. O

7.1.7 — On dira que G est faiblement W-fibrant si le produit par G respecte les
W-équivalences de préfaisceaux sur A.

Proposition 7.1.8 — Si W est accessible, et si G est faiblement W-fibrant, alors la
catégorie des représentations de G admet une structure de catégorie de modéles fermée
propre a gauche et a engendrement cofibrant dont les équivalences faibles sont les W-
équivalences, les cofibrations, les cofibrations locales, et dont les fibrations sont les
morphismes de Rep(G) qui sont des W-fibrations dans A apres oubli de l'action de
G. En outre, si I (resp. J) engendre les cofibrations (resp. les cofibrations triviales)
de A\, alors les morphismes de la forme

iIX1lg: X xG—=Y xG

pour tout i € I (resp. i € J) engendrent les cofibrations locales (resp. les cofibrations
locales triviales). Enfin, si de plus W est propre, cette structure de catégorie de modéles
fermée ’est aussi.

Démonstration. — 11 résulte aussitot de la proposition 7.1.6 et du fait que G est
faiblement W-fibrant que les hypotheéses de la proposition 1.4.23 sont vérifiées pour
le couple de foncteurs adjoints (si,s*). Cette derniére proposition permet donc de
conclure quant a l'existence de la structure de catégorie de modeles fermée. D’autre
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part, comme les W-équivalences forment un BG-localisateur accessible, on sait que
Rep(G) = BG admet une structure de catégorie de modeles fermée dont les équiva-
lences faibles sont les W-équivalences et les cofibrations sont les monomorphismes. En
particulier, tous les objets sont cofibrants pour cette structure, ce qui implique qu’elle
est propre a gauche. Le corollaire 1.5.21 implique par conséquent que la structure de
catégorie de modeles fermée définie par les W-équivalences et les cofibrations locales
est aussi propre a gauche. La derniere assertion concernant la propreté a droite résulte
aussitot du fait que le foncteur d’oubli s* commute aux produits fibrés et respecte les
fibrations et les équivalences faibles. O

Corollaire 7.1.9 — Sous les mémes hypothéses que ci-dessus, si W est propre, il en
est de méme du BG-localisateur des W-équivalences.

Démonstration. — Cela résulte aussitot de la proposition précédente et du corol-
laire 1.5.21. O

Proposition 7.1.10 — Si W est accessible, alors la catégorie des représentations de G
admet une structure de catégorie de modéles fermée propre a gauche et a engendrement
cofibrant dont les cofibrations sont les cofibrations locales, et dont les équivalences
faibles sont les W-équivalences.

Démonstration. — En vertu du théoreme 1.6.2, il suffit de prouver I’assertion dans le
cas du A-localisateur minimal. En particulier, on peut supposer que W est stable par
produits finis (1.4.19), et donc en particulier que G est faiblement W-fibrant, ce qui
permet d’invoquer la proposition 7.1.8, et acheve la démonstration. O

Proposition 7.1.11— On suppose a présent que W est régulier et que G est faible-
ment W-fibrant. Alors les W-équivalences de Rep(G) s’identifient au BG-localisateur
régulier engendré par la classe S formée des morphismes de la forme

iIX1lg: X xG—=Y xG

pour toute W-cofibration triviale i : X —=Y de A

Démonstration. — 11 suffit clairement de prouver la proposition lorsque W est ac-
cessible, ce qu’on supposera dans la suite de la preuve. Soit W’ le BG-localisateur
régulier engendré par S. Il résulte facilement du fait que le foncteur sy commute aux
petites limites inductives et respecte les monomorphismes et du corollaire 3.4.24 que
W'’ est accessible, et en vertu de la proposition 7.1.6, W’ est contenu dans Wg. On
a donc trois structures de catégorie de modeles fermées sur Rep(G) : la premiere est
celle de la proposition 7.1.8 (appliquée & W), et la deuxiéme (resp. la troisieme) celle
associée au BG-localisateur accessible Wg (resp. W’) par le théoreme 1.4.3. L’identité
de Rep(G) est un foncteur de Quillen de la troisieme vers la seconde, mais aussi de la
premiére vers la troisieme (cette derniére assertion résulte aussitot de la description de
Pensemble générateur des cofibrations triviales de la structure de la proposition 7.1.8).
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Notons G l'identité de Rep(G) vue comme un foncteur de Quillen & gauche de la pre-
miere vers la troisieme, et D le méme foncteur, mais vu comme un foncteur de Quillen
a droite de la troisitme vers la premiere. Choisissons un endofoncteur L de Rep(G) a
valeurs dans les objets localement cofibrants, et une W-équivalence naturelle de L vers
l'identité de Rep(G). Soit X une représentation de G. On va montrer que LX — X
est une W’-équivalence. Pour cela, on remarque que ce morphisme correspond dans la
catégorie homotopique de Rep(G) (relativement aux W’-équivalences) au morphisme
d’adjonction LGRD(X) — X. Il s’agit donc par forte saturation de montrer que ce
dernier est un isomorphisme. Or le foncteur LG commute aux colimites homotopiques
(dans le sens précis donné par la proposition 3.1.22, laquelle est applicable ici puis-
qu’en vertu de 3.1.6, toutes les structures de catégorie de modeles fermée considérées
sont exponentielles & droite), et il en est de méme du foncteur RD : pour ce dernier,
on utilise le fait que D est aussi un foncteur de Quillen a gauche de la troisieme struc-
ture vers la seconde, ce qui permet d’invoquer une nouvelle fois la proposition 3.1.22
(il faut remarquer que la définition des extensions de Kan homotopiques en termes
de foncteurs adjoints ne dépend que des équivalences faibles, et en aucun cas des
cofibrations ou des fibrations). Vu que W’ est régulier, il suffit donc de prouver que
le morphisme d’adjonction ci-dessus est un isomorphisme lorsque X est de la forme
a X G, ol a est un préfaisceau représentable sur A (i.e. lorsque X est un préfaisceau
représentable sur BG). Mais alors X est en particulier localement cofibrant, et donc
LX — X est une W’-équivalence. On en déduit aussitot que toute W-équivalence
est une W/-équivalence, ce qui acheéve la démonstration. O

7.1.12 — On rappelle quun G-torseur est une représentation X de G telle le mor-
phisme de X vers le préfaisceau final sur A soit un épimorphisme (ce qui revient a
dire que X, est non vide pour tout objet a de A), et telle que le morphisme

XxG—XxX |, (x,9) — (z,zg)

soit un isomorphisme. Si K est un préfaisceau sur A, la restriction G|x de G a
A/K est un préfaisceau de groupes sur A/K. La donnée d’'une représentation de
G|k correspond canoniquement & celle d’une représentation X de G munie d’un
morphisme équivariant de X vers K (ou K est muni de l'action triviale). On dit
qu’une telle donnée est un G-torseur sur K sila représentation de G|k correspondante
est un G|g-torseur. Cela revient & a dire que le morphisme structural X — K est
un épimorphisme de préfaisceaux sur A, et que le morphisme X x G — X xxg X
défini par la premiere projection et par 'action de G sur X est un isomorphisme(.
Il est remarquable que dans cette situation, le morphisme de X vers K induit un
isomorphisme canonique du quotient de X sous I'action de G sur K. On dira qu'une
représentation X de G est un G-torseur sur son quotient si le morphisme canonique
X — G\X de X vers son quotient fait de X un G-torseur sur G\ X.

M Dans la littérature, un tel objet est aussi appelé un G-fibré principal sur K.
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Proposition 7.1.13 — Soit X — Y une cofibration locale de Rep(G). On suppose que
X est un G-torseur sur son quotient. Alors Y est un G-torseur sur son quotient. En
particulier, toute représentation localement cofibrante X de G est un torseur sur son
quotient, et donc pour tout objet a de A, et toute section u : a — G\X, on a un
carré cartésien de la forme suivante dans Rep(G).

axG————X

1

a G\X

u

Démonstration. — Soit T la classe des monomorphismes X — Y de représentations
de G tels que pour tout objet a de A, Y, — X, soit un G,-torseur sur son quotient
G\ (Ya—X,). On vérifie facilement que 7 est stable par rétractes, par images directes,
et par compositions transfinies. Comme on peut trouver un ensemble générateur des
cofibrations locales trivialement dans 7  (cf. la proposition 7.1.8), on en déduit que
toute cofibration locale est dans 7T, ce qui implique aussitot I’assertion. o

Corollaire 7.1.14 — Pour tout morphisme de représentations localement cofibrantes
X —Y, le carré commutatif canonique

X—Y
G\X —G\Y
est cartésien.

Corollaire 7.1.15 — Si X est une représentation localement cofibrante de G dont le
quotient est un préfaisceau représentable a sur A, alors X est isomorphe dans Rep(G)
aaxG.

7.2. Descente et monodromie

Théoréeme 7.2.1— Soit ‘W un localisateur fondamental. On considére un foncteur
W-lisse v : A —= B. Alors si B est une W-catégorie test locale, il en est de méme
de la catégorie A.

Démonstration. — Tout foncteur W-lisse est localement W-asphérique (6.3.38), et
donc le théoréeme résulte de [96, corollaire 1.7.15]. O

Corollaire 7.2.2 — Soient ‘W un localisateur fondamental accessible et A une W-ca-
tégorie test locale. On considére un préfaisceau en petites catégories A sur A. Alors
la catégorie des représentations de A admet une structure de catégorie de modéles
fermée a engendrement cofibrant dont les cofibrations sont les monomorphismes et
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dont les équivalences faibles sont les ‘W-équivalences. Si de plus W est propre, alors
cette structure est propre.

En outre, il existe une équivalence de catégories canonique entre la catégorie homo-
topique H,,,Rep(A) et la catégorie Hoty,//V A des W-types d’homotopie localement
constants sur VA.

Démonstration. — En vertu du lemme 7.1.3, cela résulte des théorémes 7.2.1 et 4.4.30,
ainsi que des corollaires 4.2.18 et 4.4.20. O

7.2.3 — On va a présent interpréter le corollaire précédent en termes de représenta-
tions de préfaisceaux de groupes®). Le but est de démontrer un théoréme de corres-
pondance de Galois dans ce cadre (ce qui est contenu essentiellement dans la propo-
sition 7.2.7, et explicité davantage dans le scholie 7.2.15), puis de faire le lien avec la
théorie de 'homotopie classique des représentations d’'un groupe simplicial. Dans ce
qui va suivre, on fixe une fois pour toutes un localisateur fondamental W, une petite
catégorie A, et un préfaisceau de groupes G sur A.

Lemme 7.2.4 — Pour tout objet a de A, le foncteur canonique Aja — BG/a x G
est W-asphérique.

Démonstration. — Ce foncteur est induit par le foncteur défini en envoyant b sur
b x G pour les objets, et u : b — b’ sur (u, ep) pour les fleches. Soit (b, 3, g) un objet
de BG au-dessus de a x G (b est un objet de A, et (8, g) une fleche de b x G vers
a x G dans BG). Un objet de (A/a)/(b,3,g) est un quadruplet (¢, u,~,h), ol u est
une fleche de ¢ vers a dans A, et (v, h) une fleche de ¢ x G vers b x G dans BG,
telles que (8, 9)(v, h) = (u,e.). En regard de I'égalité (5, g)(, h) = (Bv,7*(g)h), cela
s’écrit encore u = By, et h = v*(g~1). On vérifie aussitot que (b, 8, 15,971) est un
objet final de (A/a)/(b,3,9), ce qui implique que cette catégorie est asphérique, et
prouve le lemme. O

Proposition 7.2.5 — Le foncteur canonique s : A —= BG (défini en envoyant a
sur a X G) est localement ‘W-asphérique.

Démonstration. — Cela résulte aussitot du lemme précédent. O

Corollaire 7.2.6 — Pour toute représentation X de G, le foncteur canonique A/ X =
A/s*X — BG/X est localement W-asphérique.

Démonstration. — Ce foncteur est obtenu a partir de s : A — BG par changement
de base le long de BG/X — BG. L’assertion résulte par conséquent de la proposition

@La digression envisagée ici reste valable sans changements majeurs dans le cas d’un groupoide
enrichi en préfaisceaux sur A, et méme, modulo quelques modifications moins triviales, pour une
catégorie enrichie en préfaisceaux sur A. Ceci dit, I’objet de ce chapitre étant essentiellement heuris-
tique, nous nous contenterons des groupes.
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ci-dessus et de la stabilité des foncteurs localement asphériques par changement de
base lisse (6.3.37). O

Proposition 7.2.7 — On considére un préfaisceau B sur A, et un G-torseur E sur B.
Alors le foncteur canonique BG/E — A/B est W-asphérique.

Démonstration. — Considérons un morphisme u : a —= B, a étant un objet de A.
On peut alors former le carré cartésien suivant.

axG—-——=F

PHL

aq ——>
u

Ce dernier induit le carré cartésien de catégories ci-dessous.

BG/a x G —= BG/E

| |

Ala —— A/B

Cela implique que la catégorie (BG/FE)/(a,u) est canoniquement isomorphe & la ca-
tégorie BG/a x G. Or cette derniere admet un objet final (puisque a x G correspond
& un préfaisceau représentable sur BG), et donc est asphérique. O

Corollaire 7.2.8 — Sous les mémes hypothéses que ci-dessus, pour tout carré cartésien
dans A de la forme

E"LE’%E

Ak

B'"——=B ——B )

E étant un G-torseur sur B, et p la projection canonique, pour que v’ soit une W-
équivalence de A, il faut et il suffit que u’ soit une W-équivalence de Rep(G).

Démonstration. — Notons p le foncteur BG/E — A/B. Le foncteur image inverse
correspondant

" A/B — Rep(G)/E = BG/E
est défini en associant & (B’, B’ — B) le couple (E’, E' — E) obtenu en formant
le carré cartésien suivant dans A

E’L>E

|

B/?B )
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la structure de G-torseur de E sur B induisant la structure de G-torseur de E’ sur
B’. Ce corollaire n’est donc qu’une simple traduction de la proposition précédente et
de la propriété (d) des foncteurs asphériques donnée dans la proposition 4.2.23. O

7.2.9 — On suppose & présent donné un localisateur fondamental accessible ‘W. On
considere une W-catégorie test locale A ainsi qu’un préfaisceau de groupes G sur A
fixés.

Proposition 7.2.10 — La catégorie des représentations de G admet une structure de
catégorie de modéles fermée propre a gauche et a engendrement cofibrant dont les
équivalences faibles sont les W-équivalences, et les cofibrations, les cofibrations locales.
Si en outre W est propre, alors cette structure de catégorie de modéles fermée [’est

ausst.

Démonstration. — Soit W le A-localisateur régulier minimal. Sii: X — Y est une
Wh-équivalence, le A-localisateur des ‘W-équivalences étant régulier, il résulte aussitot
du corollaire 7.2.8 que le morphisme i x 1 : X x G — Y x G est une ‘W-équivalence
de Rep(G). Comme le BG-localisateur des W-équivalences est régulier, et vu que G
est faiblement W-fibrant (d’apres 1.4.19, W est stable par produits finis), la proposi-
tion 7.1.11 implique que toute W-équivalence de Rep(G) est une W-équivalence. Les
propositions 1.6.2 et 7.1.8 (cette derniere étant appliquée & W) assurent l'existence
de la structure de catégorie de modeles fermée annoncée. L’assertion concernant la
propreté est quant a elle conséquence des corollaires 1.5.21 et 7.2.2. o

7.2.11 — On appellera structure de catégorie de modeles fermée injective (resp. lo-
cale) associée & W la structure de catégorie de modeles fermée sur Rep(G) dont les
équivalences faibles sont les W-équivalences, et les cofibrations, les monomorphismes
(resp. les cofibrations locales).

Corollaire 7.2.12 — Si Rep(G) est munie la structure de catégorie de modéles fermée
locale associée 6 W, le foncteur d’oubli de 'action de G est un foncteur de Quillen a
droite. En outre, le foncteur dérivé a droite correspondant

Rs™ : Hy,yRep(G) — }[W/T
est conservatif.

Démonstration. — Le corollaire 7.2.8 implique facilement que l'adjoint a gauche du
foncteur d’oubli respecte les cofibrations triviales, et vu qu’il est clair qu’il respecte
les cofibrations, on en déduit aussitot la premiere assertion. Pour la seconde, il suffit
de vérifier que si un morphisme f de Rep(G) entre objets fibrants est une équivalence
faible de X, alors il est une équivalence faible de Rep(G). Mais dans ce cas, si W désigne
le A-localisateur minimal, f est une W-équivalence, et donc f est une W-équivalence
dans Rep(G), ce qui implique que c’est une W-équivalence dans Rep(G). O
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Corollaire 7.2.13 — En considérant la structure de catégorie de modéles fermée locale
associée a W sur Rep(G), le foncteur de passage au quotient sous Uaction de G

Rep(G) — A X+— G\X
est un foncteur de Quillen a gauche.

Démonstration. — Le foncteur de passage au quotient a pour adjoint & droite le
foncteur qui associe & un préfaisceau X sur A la représentation triviale de G corres-
pondant a X. Or il est clair que ce foncteur est un foncteur de Quillen & droite si on
munit Rep(G) de la structure de catégorie de modeles fermée de la proposition 7.1.8
appliquée dauns le cas du A-localisateur régulier minimal W (on rappelle que ce dernier
est stable par produits finis, ce qui assure le fait que G est faiblement W-fibrant). Le
foncteur de passage au quotient est donc un foncteur de Quillen a gauche relativement
a cette structure. En vertu de l’assertion (viii) de la proposition 1.6.5 appliquée a
C = Rep(G) en prenant pour classe W’ celle des W-équivalences, il suffit pour conclure
de prouver que le foncteur de passage au quotient respecte les W-équivalences entre
représentations localement cofibrantes, ce qui résulte aussitot des corollaires 7.1.14
et 7.2.8. O

Proposition 7.2.14 — Soit E un G-torseur sur un préfaisceau B sur A. Alors le fonc-
teur de passage au quotient Rep(G)/E — A/B (défini en associant d une représenta-
tion de G au-dessus de E son quotient au-dessus de G\E ~ B) est une équivalence de
Quillen & gauche (en considérant la structure de catégorie de modéles sur Rep(G)/E
induite par la structure locale associée & W sur Rep(G)).

Démonstration. — On sait déja que le foncteur de passage au quotient est un fonc-
teur de Quillen & gauche (cela résulte immédiatement du corollaire 7.2.13). 11 suffit
donc de prouver que le foncteur dérivé a gauche correspondant est une équivalence
de catégories. Notons p la projection canonique de BG/FE sur A/B. Le foncteur de
passage au quotient est ’extension de Kan a gauche py de p, et admet pour adjoint a
droite le foncteur image inverse

p*: A/B — Rep(G)/E = BG/E .

Or on sait que p est asphérique (proposition 7.2.7), ce qui implique en vertu du corol-
laire 4.4.27 que le foncteur p* respecte les ‘W-équivalences et induit une équivalence
de catégories apres localisation. Or il est clair que le foncteur induit par p* est un
adjoint a droite du foncteur dérivé a gauche de py, et par conséquent, ce dernier est
bien une équivalence de catégories. O

Scholie 7.2.15— On fixe pour la suite un espace classifiant de G, c’est-a-dire un
préfaisceau BG sur A muni d’un G-torseur universel

EG — BG ,
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ce qui signifie que FG est un G-torseur sur BG et que le morphisme de EG vers
l'objet final de Rep(G) est une W-équivalence propre a droite (grace a 7.1.13, on
peut construire un tel espace classifiant en choisissant une représentation localement
cofibrante EG de telle maniere que la fleche de celle-ci vers objet final de Rep(G)
soit une fibration triviale au sens de la structure de catégorie de modeles fermée locale
associée & W, puis en définissant BG comme le quotient de EG sous I'action de G).

Le foncteur d’oubli de Rep(G)/EG vers Rep(G) est une équivalence de Quillen
& gauche pour les structures de catégorie de modeles fermées (locales ou injectives)
associées & W (puisque par hypothése, le morphisme de EG vers 1'objet final de
Rep(G) est une W-équivalence propre a droite). D’autre part, il résulte aussitot de la
proposition précédente que le foncteur de passage au quotient induit une équivalence
de Quillen a gauche

Rep(G)/EG — A/BG , (X,X — EG)+— (G\X,G\X — BG) .
On définit un foncteur de descente
Desc : H,, Rep(G) — }[WE/BG

comme le composé du foncteur de passage au quotient ﬂwﬂep(G) /EG ~ }[Wg /BG
et de I'équivalence de catégories canonique #,,, Rep(G) ~ H,,,Rep(G)/EG. Si le mor-
phisme de EG vers objet final de Rep(G) est une fibration triviale de X, on peut
décrire le foncteur Desc de la maniere suivante : pour une représentation localement
cofibrante X de G, Desc(X) ~ (G\X, f), ol f est un morphisme obtenu en choisissant
un morphisme équivariant fy : X — EFG puis en passant au quotient. Le foncteur
de descente est donc une équivalence de catégories et admet pour quasi-inverse le
foncteur de monodromie

Mon : #,,A/ BG — H,,,Rep(G)

défini en associant & (X, X — B@G) la représentation X x gz FG (laquelle est néces-
sairement un G-torseur sur X). Le fait que les foncteurs de descente et de monodromie
soient des foncteurs quasi-inverses I'un de 'autre peut étre vu comme une générali-
sation de la théorie de Galois topologique établissant une correspondance entre la
catégorie des revétements d’'un espace (localement simplement connexe) et la catégo-
rie des représentations de son groupoide fondamental. Le corollaire 4.4.20 peut-étre
vu comme une autre incarnation de ce phénomene. Cela met en évidence l'idée que
les types d’homotopie peuvent étre interpétés (si ce n’est représentés) par une notion
de oo-groupoide (whatever it means), et établit un lien évident entre le point de vue
des catégories test locales et le point de départ de Grothendieck dans la Poursuite des
champs. Nous renvoyons le lecteur aux travaux de Bertrand Toén [127] pour un déve-
loppement plus approfondi de ce point de vue dans le cas du localisateur fondamental
Wy (les résultats évoqués dans ce paragraphe donnent en outre une nouvelle preuve
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de [127, théoreme 2.22]). Il est & noter que le formalisme développé ici permet de dé-
gager une notion de « W-groupoide » pour chaque localisateur fondamental (propre)
W et de généraliser la théorie de Toén & ce cadre (par les mémes méthodes que dans
[127]). En particulier, en considérant le localisateur fondamental des n-équivalences
au sens de 9.2.1 (pour un entier n > 0), on obtiendra de la sorte une théorie de cor-
respondance de Galois pour les n-types d’homotopie (ce qui devrait correspondre a
une notion de n-groupoide).

7.3. Torseurs et fibrations faibles

7.3.1 — Soit W un localisateur fondamental. Si A est une W-catégorie test locale,
un préfaisceau X sur A sera dit faiblement W-fibrant si le morphisme de X vers le
préfaisceau final sur A est une W-fibration faible, ou de maniere équivalente, si le
foncteur Y = X x Y respecte les W-équivalences de A (et il est clair que si G est
un préfaisceau de groupes sur A, il est faiblement W-fibrant si et seulement s’il est
faiblement /;-fibrant dans le sens défini au numéro 7.1.7).

Proposition 7.3.2 — Soient W un localisateur fondamental, A une W-catégorie test
locale, et G un préfaisceau de groupes sur A. Si G est faiblement W-fibrant dans X,
alors tout morphisme de Rep(G) qui est une W-équivalence dans A (aprés oubli de
Vaction de G) est une W-équivalence dans Rep(G)

Démonstration. — Les W-équivalences de Rep(G) forment un BG-localisateur ré-
gulier, et il résulte aussitét de la proposition 7.2.7 que pour toute W-équivalence
X — Y de préfaisceaux sur A, X x G — Y x G est une W-équivalence de repré-
sentations de G. La proposition 7.1.11 permet ainsi de conclure. o

Sauf mention explicite du contraire, on fize pour la suite un localisateur fondamen-
tal propre ‘W.

7.3.3 — On consideére & présent donnés une W-catégorie test locale A et un préfais-
ceau de groupes G faiblement W -fibrant sur A.

Proposition 7.3.4 — Soit E un G-torseur sur un préfaisceau B sur A. Si E est fai-
blement W-fibrant dans Rep(G), alors B est faiblement W-fibrant dans A.

Démonstration. — Supposons E faiblement W-fibrant dans Rep(G). Soiti: X — Y
une W-équivalence de A. En vertu de la proposition 7.3.2, c’est aussi une W-équiva-
lence de Rep(G) (en tant que morphisme de représentations triviales). Par conséquent,
le morphisme produit E x X — E x Y est une W-équivalence de Rep(G). 1l résulte
donc du corollaire 7.2.8 que le morphisme B x X —= B x Y est une W-équivalence.
Autrement dit, B est faiblement W-fibrant dans A. O
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Lemme 7.3.5— Toute W-fibration faible de A est une W-fibration faible de Rep(G)

(vue comme un morphisme de représentations triviales).

Démonstration. — Le foncteur ¢ : BG — A est W-lisse (puisqu’une fibration), et
donc est en particulier localement W -asphérique (6.3.38), ce qui implique en vertu
du corollaire 6.3.40 que le foncteur image inverse

¢ A— BG = Rep(G)

respecte les W-fibrations faibles. Or ¢* est le foncteur qui associe & un préfaisceau
sur A le méme objet muni de I'action triviale. O

Proposition 7.3.6 — Considérons un G-torseur E sur un préfaisceau B sur A, et un
carré cartésien de la forme suivante.

E’LE

B'—B

Pour que v soit une W-fibration faible dans g, il faut et il suffit que u soit une

W-fibration faible dans Rep(G).

Démonstration. — Le carré considéré étant cartésien (et ce qu’il soit vu dans A ou
dans Rep(G)) et les W-fibrations faibles étant stables par changement de base, le
lemme ci-dessus montre que si v est une W-fibration faible dans X, alors u est une
W-fibration faible dans Rep(G). Pour la réciproque, considérons un diagramme com-
mutatif constitué de carrés cartésiens de la forme suivante dans A.

f/

Bé—)Bi—)B’

L

30?31—>B

Considérons le diagramme de Rep(G)

/

E6L>E{—>E’

Eo?ElﬁE

obtenu du précédent par changement de base le long de p. Supposons que u soit une
W-fibration faible dans Kep(G). En vertu du corollaire 7.2.8, si f est une W-équiva-
lence dans ﬁ, alors g est une W-équivalence dans Rep(G). Il suit donc que ¢’ est une
W-équivalence dans Rep(G). Une nouvelle application du corollaire 7.2.8 implique
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alors que f’ est une W-équivalence dans A. On a bien prouvé de la sorte que v est
une W-fibration faible dans A. O

7.3.7 — Soit A une W-catégorie test locale. Un préfaisceau de groupes G sur A est
W-excellent si le foncteur canonique s : A —= BG est W-excellent (cf. 6.3.41). Le
foncteur s étant toujours W-localement asphérique (proposition 7.2.5), dire que G
est W-excellent revient & demander que s soit fortement W-localement constant.

Proposition 7.3.8 — Soient A une W-catégorie test locale, et G un préfaisceau de
groupes sur A. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(a) Le préfaisceau de groupes G est ‘W-excellent.

(b) Toute W-équivalence de Rep(G) est une W-équivalence aprés oubli de laction
de G.

(¢) Pour qu’un morphisme de représentations de G soit une W-équivalence de
Rep(G), il faut et il suffit qu’il en soit une dans A aprés oubli de laction de G.

(d) Pour tout G-torseur E de base B, la projection canonique de E sur B est une
W-fibration faible de A.

(e) Pour tout G-torseur E de base B, la projection canonique de E sur B est une
W-fibration faible de Rep(G).
En outre, si l'une de ces conditions est vérifiée, alors G est faiblement ‘W-fibrant, et
les W-équivalences de Rep(G) forment le BG-localisateur régulier engendré par les
morphismes de la forme i X 1g : X x G —Y x G pour toute fleche i : X —Y
entre préfaisceaux ‘W-asphériques sur A. En particulier, si les W-équivalences de A
sont stables par produits finis, il en est de méme des W-équivalences de Rep(G).

Démonstration. — Le foncteur image inverse par s étant le foncteur d’oubli de 'action
de G, ’équivalence des conditions (a) et (b) ci-dessus résulte donc de I’équivalence des
conditions (%) et (4v) du théoréme 6.3.30. Les conditions (b) et (¢) sont équivalentes :
si (b) est vérifiée, il résulte facilement de la proposition 7.2.7 que G est faiblement
W-fibrant, et donc la proposition 7.3.2 montre que (b) implique (¢). Le corollaire 7.2.8
montre quant & lui que la condition (b) implique la condition (d). Montrons & présent
que (d) implique (b). Soit X — Y un morphisme de représentations de G. On peut
lui associer un carré commutatif de Rep(G)

X —Y'
X—Y

dont les fleches verticales sont des fibrations triviales dans A de source localement
cofibrantes (grice a 'existence de la structure de catégorie de modeles fermée locale
associée & W sur Rep(G) du numéro 7.2.10). Autrement dit, il suffit de prouver
que toute W-équivalence de Rep(G) entre représentations localement cofibrantes est
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une W-équivalence dans /Al, ce qui résulte immédiatement de la proposition 7.1.13
(et de son corollaire) et du corollaire 7.2.13. Le foncteur d’oubli commutant aux
produits fibrés, il est clair que les conditions (¢) et (d) impliquent la condition (e);
réciproquement, pour voir que (e) implique (d), on utilise de nouveau le fait que
le foncteur canonique s : A — BG est localement asphérique, et cette implication
est une conséquence immédiate du corollaire 6.3.40. Il reste a montrer la derniere
assertion. On a déja vu que si G est W-excellent, alors il est faiblement W -fibrant.
Soit W le BG-localisateur régulier engendré par les morphismes de la forme i x 1g,
o1 i est une fleche entre préfaisceaux W-asphériques sur A, et W’ la classe des fleches
f de A telles que f x 1g soit dans W. Montrons que W’ est un A-localisateur. Le seul
aspect non trivial consiste & vérifier que W’ contient les fibrations triviales. Pour cela,
en vertu du lemme 1.4.13, il suffit de prouver que tout préfaisceau sur A admet un
W’-cylindre. Soit I un segment séparant et localement W -asphérique de A (on peut
prendre par exemple I = 3% Ay). Alors pour tout préfaisceau X sur A, la projection
de I x X x G sur X x G est dans W. En effet, c’est vérifié par définition de W
lorsque X = a est représentable (puisqu’alors W-asphérique), et en général, pour
tout morphisme a x G — X x G dans Rep(G), on a un carré cartésien

IxaxG——IxXxG

ax G X xG )

ce qui permet de conclure en vertu de la régularité de W et du corollaire 3.4.47.
Il résulte & présent des propositions 7.1.11 et 6.1.9 qu’il suffit de vérifier que W’
est régulier. Pour cela, on remarque que le foncteur X —= X x G est le composé
du foncteur image inverse par la projection composée BG/G — BG — A avec
le foncteur d’oubli canonique Rep(G)/G — Rep(G). L’assertion résulte donc de la
proposition 3.4.16 et du lemme 3.4.43. La derniére assertion concernant la stabilité
par produits finis résulte trivialement de la condition (c). O

Corollaire 7.3.9 — Soient A une W-catégorie test locale, et ¢ : G —= G’ un mor-
phisme de préfaisceauz de groupes sur A. Si G et G’ sont W-excellents, le foncteur
© : BG — BG’ induit par ¢ entre les catégories classifiantes correspondantes est
W-excellent. En particulier, le foncteur image inverse associé

P Rep(G') — Rep(G)
respecte les ‘W-équivalences et les ‘W-fibrations faibles. En outre, le foncteur * est

un foncteur de Quillen a gauche (resp. a droite) en regard des structures de catégorie
de modéles fermées injectives (resp. locales) associées ¢ ‘W .
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Démonstration. — Soit s (resp. s') le foncteur canonique de A vers BG (resp. BG').
On a alors le triangle commutatif canonique suivant

N

BG BG'

©
dans lequel les deux fleches obliques sont W-localement asphériques (proposi-
tion 7.2.5). On en déduit grace au troisieme sorite de 3.3.8 que le foncteur @ est
W-localement asphérique (il faut aussi remarquer pour cela que les foncteurs s et
s’ sont bijectifs sur les objets). On vérifie aussitot grace a la relation s*p* = s’
(obtenue par la commutativité du triangle ci-dessus) et au critére (¢) de la proposition
précédente que le foncteur B * respecte les W-équivalences, et donc en vertu de la
proposition 6.3.24 et du théoréme 7.2.1 qu’il est fortement #/-localement constant. Le
foncteur @ étant W-excellent, le fait que le foncteur 7 * respecte les W-équivalences
et les W-fibrations faibles résulte de la proposition 6.3.43. La derniere assertion est
une trivialité : elle traduit simplement le fait que @ * respecte les ‘W-équivalences, les
monomorphismes, et les fibrations au sens des structures locales associées & W. [

Remarque 7.3.10— Le fait que le foncteur @ * soit un foncteur de Quillen a droite
pour les structures locales associées & W ne nécessite en fait aucune hypothése sur G
et G’ (ni méme sur W, mis & part bien entendu I’accessibilité), comme on peut s’en
convaincre en s’inspirant de la preuve du corollaire 7.2.13.

Proposition 7.3.11— Soit A une Wa,-catégorie test locale. Pour qu’un préfaisceau de
groupes G sur A soit Wa-excellent, il faut et il suffit qu’il soit faiblement Ws,-fibrant.

Démonstration. — Supposons G faiblement W, -fibrant. Soit £ un G-torseur de base
B, et p la projection de E sur B. Tout G-torseur étant localement trivial, il résulte
aussitot de la proposition 6.4.24 que p est une ‘Wa.-fibration faible de A. Le critere (d)
de la proposition 7.3.8 implique donc que G est Wso-excellent. Tout préfaisceau de
groupes Wso-excellent étant en particulier faiblement Wo-fibrant (7.3.8), cela prouve
I’équivalence annoncée. O

Corollaire 7.3.12 — Tout préfaisceau de groupes sur une Wi, -catégorie test stricte
est Wi -excellent.

Remarque 7.3.13— Dans le cas ot A = A, on obtient par le corollaire précédent
que tout groupe simplicial G est Wy -excellent. Les co-équivalences de Rep(G) sont
donc en vertu de la proposition 7.3.8 les morphismes qui sont des co-équivalences
d’ensembles simpliciaux apres oubli de 'action de GG. On retrouve ainsi par conséquent
la théorie de 'homotopie G-équivariante usuelle (la structure de catégorie de modeles
fermée classique correspondant a la structure de catégorie de modeles fermée locale

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2006



300 CHAPITRE 7. REPRESENTATIONS ET STRUCTURES FIBREES

associée & Wy, sur Rep(G) plutét qu’a la structure de catégorie de modeles fermée
injective associée & Wa,).

7.4. Classification des torseurs

7.4.1 — Soient A une petite catégorie et G un préfaisceau de groupes sur A. On dit
qu’une représentation U de G est monogéne si U est un G-torseur sur son quotient et
s’il existe un objet a de A, et un épimorphisme de la représentation a x G vers U. On
note Mg I’ensemble des monomorphismes U — V entre représentations monogenes.
Un morphisme de représentations de GG est une cofibration géométrique s’il est contenu
dans la classe I(r(Mg)). Un morphisme de représentations de G est une fibration
géométrique triviale 8’1l est dans la classe r(Mg ). On démontre sans difficultés I’énoncé
suivant.

Lemme 7.4.2— Soit E un G-torseur sur son quotient. Pour que E soit monogene, il
faut et il suffit que le quotient de E sous l’action de G soit un quotient d’un préfaisceau
représentable.

Proposition 7.4.3 — Si E et I sont deur G-torseurs sur leurs quotients, alors tout
monomorphisme de E dans F est une cofibration géométrique. En particulier, pour
tout G-torseur sur son quotient E, le morphisme @ — E est une cofibration géomé-
trique.

Démonstration. — Soit u : E — F un monomorphisme. Désignons par v : X — Y
le morphisme obtenu de u en passant au quotient sous ’action de G. Si on désigne
par M ’ensemble des monomorphisme entre quotients de préfaisceaux représentables
sur A, on sait que la classe des monomorphismes de A s’identifie & Cell(M) (cela
résulte aussitot du lemme 1.2.24). En particulier, il existe un ensemble bien ordonné
I d’élément initial 0 et un foncteur
I—A , i—Y

tel que Yy = X, tel que pour tout ¢ > 0 dans I, on ait un carré cocartésien de la forme

K;——Y

|

Li—Y;

avec b; dans M et oll on a posé Y ; :lim_l<i Y/, et tel que le morphisme v
s’identifie au morphisme Yy — h£1> 1 Y;. Pour ¢ dans I, définissons F; = Y; xy F,
(3
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Fo,=lim F;, U, =K; xy FetV,=L; Xy F. On a alors un carré cocartésien de
< —' <4 ’
la forme

Uy——Fq

|

V,—=F,

avec a; dans Mg (7.4.2). Le morphisme u étant isomorphe au morphisme

Fy — lim__ F;, cela acheve cette preuve. O
—nel
7.4.4 — On considere & présent une W,o-catégorie test locale A et un préfaisceau de

groupes G sur A fixés.

Proposition 7.4.5 — La catégorie des représentations de G admet une structure de
catégorie de modeles fermée propre et a engendrement cofibrant dont les équivalences
faibles sont les co-équivalences, et les cofibrations, les cofibrations géométriques.

Démonstration. — Toute cofibration locale étant une cofibration géométrique, il
résulte de la proposition 7.2.10 que toute fibration géométrique triviale est une
oo-équivalence. Il s’agit ensuite d’une application directe du théoréme 1.6.2 et du
corollaire 7.2.2. O

7.4.6 — Pour un préfaisceau X sur A, on note H' (X, ) 'ensemble des classes d’iso-
morphisme de G-torseurs sur X. On dit qu'un morphisme u : X — Y de préfaisceaux
sur A est une G-équivalence si 'application

' HY(Y,G) — H' (X, G)

(induite par le foncteur F +— X Xy FE) est une bijection. Il est clair que par définition,
les G-équivalences forment une classe de fleches de A fortement saturée. Il résulte
d’autre part de I'universalité des limites inductives dans A et du fait que les G-
torseurs sur leurs quotients forment une classe d’objets saturée par monomorphismes
dans Rep(G) que la classe des monomorphismes de A qui sont des G-équivalences est
stable par images directes et par compositions transfinies (exercice laissé au lecteur).
D’autre part, tout G-torseur sur un préfaisceau représentable sur A étant trivial, il
est évident que tout morphisme entre préfaisceaux représentables sur A est une G-
équivalence. Nous allons démontrer que les G-équivalences forment un A-localisateur
régulier. Pour cela, nous allons d’abord considérer une version simpliciale ce cette
situation. Soit p le foncteur de projection de A x A sur A. 11 définit un foncteur image
inverse
p* A= AxA.

On obtient de la sorte un préfaisceau de groupes p*G sur A x A, et donc une notion
de p*G-équivalence. Pour le lemme ci-dessous, on aura besoin d’éléments de la théorie
de Galois simpliciale telle qu’elle est exposée dans [60, appendice .
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Lemme 7.4.7 — Soient Y un ensemble simplicial, et G un groupe. On suppose que le
morphisme canonique Y — mo(Y') est une oo-équivalence (on note encore par abus
mo(Y) Uensemble simplicial discret associé & l’ensemble des composantes connezes
de Y). Si E est un G-torseur sur'Y, alors mo(E) est un G-torseur sur wo(Y), et le
morphisme canonique E — mo(E) est G-équivariant.

Démonstration. — SiY est vide, il n’y a rien & démontrer. Sinon, on peut clairement
supposer que Y est 0-connexe, ce qui implique que Y est en particulier co-asphérique.
On remarque que tout G-torseur sur Y est en particulier un revétement de Y. Or
le groupe fondamental de Y étant trivial, tout revétement de Y est trivial, et donc
admet une section des qu’il est non vide. Cela implique que tout G-torseur sur Y est
trivial. Ce lemme résulte & présent du fait que le foncteur myp commute aux produits
finis. O

Lemme 7.4.8 — Soient X un préfaisceau sur A, et Y un préfaisceau simplicial sur
A. Toute co-équivalence simpliciale argument par argument Y — p* X est une p*G-
équivalence.

Démonstration. — Soit v : Y — p* X une oo-équivalence simpliciale argument par
argument. Si p; désigne 1’adjoint a gauche de p*, on voit que pour tout objet a de A, on
a pi(Y), = m(Ya). Le foncteur u étant une oo-équivalence, on en déduit que p(Y) =
X et que u est le morphisme d’adjonction canonique 77y. Nous allons démontrer que
le foncteur u* de la catégorie des p*G-torseurs sur p*X vers la catégorie des p*G-
torseurs sur Y défini par E =Y X,«x E est une équivalence de catégories. Pour un
p*G-torseur E sur Y, on a le carré commutatif suivant.

E—2% p*n(E)

|

Y—u>-p*X

Il résulte du lemme 7.4.7 que p*pi(E) est un p*G-torseur sur X et que le morphisme
nE est p*G-équivariant. On vérifie aussitot que le foncteur E +— p*pi(E) définit un
quasi-inverse de u*, d’out le lemme. o

Lemme 7.4.9 — Les p*G-équivalences forment un A x A-localisateur régulier qui
contient tous les morphismes entre préfaisceaux représentables.

Démonstration. — Notons W la classe des p*G-équivalences. Nous avons déja vu
plus haut que W est une classe fortement saturée qui contient tous les morphismes
entre préfaisceaux représentables, et qui vérifie 'axiome L3 de la définition 1.4.1.
Pour montrer que W est un A x A-localisateur il suffit donc de prouver que tout
morphisme de préfaisceaux simpliciaux sur A vérifiant la propriété de releévement
a droite relativement aux monomorphismes est une p*G-équivalence, ce que nous
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allons faire en utilisant le lemme 1.4.13. Soit X un préfaisceau sur A. Sin > 0
est un entier, on vérifie immédiatement grace au lemme 7.4.8 que la projection de
X x A, sur X est une p*G-équivalence. La classe C des morphismes d’ensembles
simpliciaux K — L tels que X x K — X X L soit une p*G-équivalence vérifie
donc les conditions (a), (b) et (¢) du corollaire 2.1.20, ce qui implique que C contient
toutes les oo-équivalences simpliciales. La classe D des préfaisceaux simpliciaux X
sur A tels que linclusion de X x {0} dans X x A; soit dans W est saturée par
monomorphismes (1.1.16). I résulte par conséquent de 2.3.4 que tout préfaisceau
simplicial est dans D. Autrement dit, pour tout préfaisceau simplicial X sur A, la
projection de X x A; sur X est dans W. Le lemme 1.4.13 implique donc que W est
un A x A-localisateur. Montrons que W est régulier. Soit X un préfaisceau sur A.
Nous allons montrer que p*X est W-régulier. D’apres la remarque 3.4.14, il existe un
morphisme de préfaisceaux simpliciaux v : Y — p*X qui représente le morphisme
canonique de la colimite homotopique du foncteur

gop*X:AxA/p*X—>A/>-<\A , ((a, Ap),8) —=a x A,

vers X. Il s’agit de monter que u est dans W. Or d’apres la proposition 3.4.34, u
est une oo-équivalence simpliciale argument par argument, et donc le lemme 7.4.8
implique la propriété voulue. Le lemme 3.4.28 montre ainsi que W est régulier. O

Proposition 7.4.10 — Les G-équivalences forment un A-localisateur régulier qui
contient toutes les co-équivalences de préfaisceaur sur A.

Démonstration. — En vertu de la proposition 6.4.26 et du lemme 7.4.9, toute co-é-
quivalence de préfaisceaux sur la catégorie test locale A x A est une p*G-équivalence.
D’autre part, le foncteur p* étant pleinement fidele, on vérifie immédiatement que
pour tout préfaisceau X sur A, I’application canonique

HYX,G) — H'(p*X,p*G)

est bijective. Il en résulte qu'un morphisme de préfaisceaux sur A est une G-équi-
valence si et seulement si son image par le foncteur p* est une p*(G-équivalence.
D’autre part, le foncteur p étant asphérique, un morphisme de préfaisceaux sur A
est une oo-équivalence si et seulement si son image par le foncteur p* en est une
(proposition 4.2.23, (d)). On en déduit que toute co-équivalence de A est une G-
équivalence, d’ou la proposition. O

7.4.11 — On choisit & présent un G-torseur sur son quotient FG tel que le morphisme
de EG vers la représentation finale soit une fibration géométrique triviale. On note
BG le quotient de EG sous l'action de G. Il est immédiat que BG est un espace
classifiant de G dans le sens défini au numéro 7.2.15.

Proposition 7.4.12 — Le préfaisceau BG est W, -fibrant.
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Démonstration. — Choisissons une cofibration W,o-triviale de but W -fibrant 7 de
BG vers B dans A. En vertu de la proposition 7.4.10, il existe un G-torseur E sur
B tel que EG soit isomorphe a BG xp E au-dessus de BG. Mais vu que ¢ est un
monomorphisme, le morphisme induit j de EG vers F est une cofibration géométrique
(7.4.3), ce qui implique que j admet une rétraction. On en déduit par fonctorialité du
passage au quotient que BG est un rétracte de B, ce qui achéve la démonstration. [

7.4.13 — Pour un préfaisceau X sur A, on pose
X,BG]=H ~(X,BG) .
[X, BG] Om}[wooA( , BG)

On remarque qu’en vertu de la proposition 7.4.12, 'ensemble [X, BG] s’identifie aux
classes d’homotopie de morphismes de préfaisceaux sur A de X vers BG (aprés avoir
éventuellement choisi un cylindre adéquat de X).

Théoréme 7.4.14— Il existe une bijection naturelle [X, BG] ~ H'(X, G).

Démonstration. — On a une application
m : Hom 3(X, BG) — H'(X,G)

qui associe & un morphisme u 'image réciproque de EG par u. Pour un morphisme
u: X — BG, on a l'application

u*: HY(BG,G) — HY(X,G) ,

et on a par définition I'égalité u*(EG) = m(u). D’autre part, il résulte de la proposi-
tion 7.4.10 que le foncteur X — H'(X, G) se factorise par la catégorie homotopique
}[Woo A. Cela implique immédiatement que si u et v sont deux morphismes de X vers
BG qui induisent le méme morphisme dans }[WOCA’ alors m(u) = m(v). On en déduit
que 'application m induit une application naturelle

m: [X, BG] — H'Y(X,G) .

Soit E un G-torseur sur X. Considérons un segment séparant (I,9°,9') de A tel que
I soit localement co-asphérique (par exemple I = % (A1)). On remarque que 9I x E
et I x F sont des G-torseurs sur 9 x X et I x X respectivement. On en déduit en
vertu de la proposition 7.4.3 que l'inclusion de 0I X E dans I x E est une cofibration
géométrique. D’autre part, en vertu du corollaire 7.2.8, la projection de I x E sur E
est une oo-équivalence de Rep(G). Autrement dit, nous venons de vérifier que I X E
est un cylindre de F au sens de la catégorie de modeles fermée de la proposition 7.4.5.
On remarque enfin que E est cofibrant et FG fibrant relativement a la structure de
catégorie de modeles fermée de la proposition 7.4.5. Vu que EG est un objet final de
}[‘Woo Rep(G), il existe un morphisme équivariant unique & I-homotopie pres de E vers
EG. On vérifie en outre que si ug et v sont deux morphismes de F vers EG, alors
les morphismes induits par passage au quotient de X vers BG sont [-homotopes : en
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effet, tout morphisme de I x F vers EG induit par passage au quotient un morphisme
de I x X vers BG. On définit donc une application

d: HY(X,G) — [X, BG]

en envoyant la classe d’'un G-torseur E sur X sur la classe d’homotopie du morphisme
u: X — BG@G obtenu par passage au quotient d’un morphisme équivariant de F vers
EG choisi arbitrairement. On vérifie immédiatement que les applications m et d sont
inverses I'une de 'autre. |

7.5. Fibrés et fibrations

7.5.1 — Soit A une petite catégorie. Un morphisme p : X — Y de préfaisceaux
sur A est localement trivial (on dira aussi que p est un fibré de base Y') si pour tout
objet a de A, et toute section s : a —= Y, il existe un préfaisceau F' sur A, et un
isomorphisme au-dessus de a de a x F vers a Xy X.

axXx F—"—s>axy X

.,

Un morphisme de préfaisceaux sur A est globalement trivial s’il est isomorphe & une
projection de la forme Y x F — Y (il est alors en particulier un fibré de base Y).

Lemme 7.5.2— Pour tout localisateur fondamental accessible W, toute ‘W-fibration
d’ensembles simpliciaux p admet une factorisation en deux morphismes p = qr, ou r
est une fibration triviale, et q est une W-fibration localement triviale.

) A Ve

p

Démonstration. — Comme W contient les co-équivalences, toute W-fibration est une
fibration de Kan. Or toute fibration de Kan p admet une factorisation de la forme
p = gr, our est une fibration triviale, et ¢ une fibration minimale (cf. par exemple [64,
chap. I, proposition 10.3 et lemme 10.11]). Or toute fibration minimale est localement
triviale (voir cette fois [60, VI, §5.4] ou bien [64, chap. I, corollaire 10.8]). Pour
conclure, il suffit de prouver que si p est de plus une W-fibration, alors il en est de
méme de ¢g. Mais cela résulte du fait que ¢ est un rétracte de p (puisque r est une
fibration triviale, elle admet une section). O

Lemme 7.5.3— Soit A une Who-catégorie test locale. Tout morphisme localement
trivial de préfaisceaur sur A de base co-asphérique est globalement trivial.
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Démonstration. — Considérons un morphisme localement trivial p : X — Yde pré-
faisceaux sur A de base oo-asphérique et de fibre F. Soit Aut(F) le préfaisceau de
groupes des automorphismes de F, et Isomy (Y x F, X) le Aut(F)-torseur de base
Y des isomorphismes du fibré trivial sur Y de fibre F' vers X au-dessus de Y. Le
préfaisceau Y étant oo-asphérique, il existe une oco-équivalence d’un préfaisceau re-
présentable sur A vers Y. Il résulte par conséquent de la proposition 7.4.10 que tout
Aut(F)-torseur de base Y est trivial, et donc, en particulier, admet une section. Or
une section de la projection canonique de Isomy (Y x F, X) sur Y correspond & une
trivialisation de p, ce qui prouve le lemme. o

Proposition 7.5.4 — Pour toute petite catégorie A, le foncteur i¥ : A—=A respecte
les morphismes localement triviaux.

Démonstration. — Soit X — Y un morphisme localement trivial d’ensembles sim-
pliaux. Considérons un objet a de A, et une section s de %Y au-dessus de a. Le
morphisme s correspond par adjonction & un morphisme 5 de N A/a vers Y. Comme
le nerf de A/a est contractile, la projection N A/a xy X —= N A/a est globalement
triviale (7.5.3). Le foncteur ¢% commutant aux limites projectives, on en déduit que ce
dernier envoie ladite projection sur un morphisme globalement trivial de préfaisceaux
sur A. On vérifie d’autre part que dans le diagramme suivant, tous les carrés sont
cartésiens.

aXiny i3 X —=i%(NAjaxy X) —= i} X

| | |

0 ————— (N A/a) ——i}Y
a TpS

On en déduit immédiatement que la projection de a ;= y i3 X vers a est globalement
triviale, ce qui acheve la démonstration. o

Théoréme 7.5.5— Soient W un localisateur fondamental accessible, et A une W-ca-
tégorie test locale. Tout morphisme u de préfaisceauxr sur A admet une factorisation
de la forme u = qri, ot i est une W-cofibration triviale, r est une fibration triviale,
et q est une W-fibration localement triviale.

Démonstration. — Supposons dans un premier temps que W est propre. Comme le
foncteur N i 4 respecte les monomorphismes et les W-équivalences, son adjoint & droite
respecte les fibrations triviales et les W-fibrations. Soit u : X — Y un morphisme
de préfaisceaux sur A. On factorise Ni,u en une W-cofibration triviale i’, suivie
d’'une W-fibration p’. Le morphisme p’ admet quant & lui une factorisation en une
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fibration triviale 7, suivie d’'une W-fibration localement constante ¢’ (7.5.2).

’
r’ q

Z! NAJY

NA/X L

p

Formons & présent les carrés cartésiens suivants (cf. 3.2.14).

u

X=——T——>7—F3Y

o T T T

WA/ X —iZT ——i% 2 —— i A]Y
Y% iy iaq

La fleche ¢%r’ (resp. i%¢’) est une fibration triviale (resp. une W-fibration), et par
conséquent, il en est de méme de r (resp. de ¢). Comme W est propre, on en dé-
duit que les deux carrés de droite sont homotopiquement cartésiens. Le grand carré
étant homotopiquement cartésien par la proposition 6.2.7, et la fleche 7%’ une équi-
valence faible, il en est de méme de ¢. D’autre part, le foncteur % respectant les
monomorphismes, %3’ est un monomorphisme, et par suite, i est une W-cofibration
triviale. Pour conclure, il suffit de constater que les morphismes localement triviaux
sont stables par changement de base, et que i% ¢’ est un morphisme localement trivial
en vertu du lemme 7.5.4, ce qui implique que q est localement trivial.

Pour en venir au cas général, on remarque qu’il suffit de prouver ’assertion lorsque
u est une W-fibration (quitte a factoriser au besoin u en une W-cofibration tri-
viale suivie d’'une W-fibration). Soit W’ un localisateur fondamental propre contenu
dans W tel que A soit une W'-catégorie test locale (ce qui existe en vertu du corol-
laire 6.1.10). En vertu de ce qui précede, on peut alors factoriser u en u = ¢ri ol i
est une W’-cofibration triviale, r est une fibration triviale, et ¢ est une W’-fibration
localement triviale. Or vu que u et ¢ sont reliés par une W’-équivalence au-dessus de
X, on en déduit par l'assertion (ii7) de la proposition 1.6.5 que ¢ est nécessairement
une W-fibration, ce qui acheéve la preuve de ce corollaire. O

On obtient ainsi la généralisation suivante d'un résultat de Quillen [110] :

Corollaire 7.5.6 — Soient W un localisateur fondamental accessible, et A une W-ca-
tégorie test locale. La classe des ‘W-fibrations de A est la plus petite classe de fleches
de A stable par compositions, changements de base et rétractes qui contient les ‘W-
fibrations localement triviales.

Démonstration. — Soit F la plus petite classe de fleches de A stable par compositions,
changements de base et rétractes qui contient les W -fibrations localement triviales.
Il est clair que tout élément de F est une W-fibration, et pour montrer I'inclusion
inverse, le théoreme précédent assorti du lemme du rétracte implique qu’il suffit de
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prouver que toute fibration triviale de A est dans F. Soit p: X —= Y une fibration
triviale. On peut construire par des factorisations adéquates un carré commutatif

X —=x

Y ——Y'

dans lequel i et j sont des cofibrations (triviales), et p’ une fibration triviale entre
préfaisceaux W-fibrants. Soit X”” =Y xy+ X’. La projection ¢ de X" sur Y est une
fibration triviale, et la fleche canonique (p,i) de X vers X" est donc une cofibration
(triviale). Le lemme du rétracte implique donc que p est un rétracte de g, et par
conséquent, il suffit de prouver que g est dans F. Mais comme ¢ est par construction
obtenue par changement de base & partir de p’, il suffit pour conclure de prouver que
p’ est dans F. Pour cela, on forme le carré commutatif suivant

X/iX/

(1x/7P/)\L lpl

X' <Y ==Y’ )
q

¢ étant la seconde projection. Comme (1x,p’) est un monomorphisme, ce carré
admet un relévement, ce qui fait de p’ un rétracte de ¢’. Or il est clair que ¢’ est
un morphisme globalement trivial, et donc, en particulier, un morphisme localement
trivial. Or comme X' est W-fibrant, ¢’ est une W-fibration, ce qui prouve que c’est
un élément de F, et acheéve la démonstration. O
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CHAPITRE 8

EXEMPLES DE CATEGORIES TEST LOCALES

8.1. Catégories squelettiques

Le but de cette section est de dégager une classe de petites catégories dont la ca-
tégorie des préfaisceaux admette un modele cellulaire explicite et simple a manipuler.
L’exercice consiste en fait & formaliser les propriétés de la catégorie des simplexes en
suivant l'exposition de [60].

Définition 8.1.1 — Une catégorie squelettique est la donnée dun quadruplet
(A, Ay, A_, A,), ol A est une petite catégorie, A, et A_ sont des sous-catégories
de A, et A, : ObA — N est une application, tel que les axiomes suivants soient
vérifiés.

Sq0 Tout isomorphisme de A est une fleche de A, et une fleche de A_. Si a et a’
sont deux objets isomorphes dans A, alors A ,(a) = A, (a).

Sql Sia — a’ est une fleche de A (resp. de A_) qui n’est pas un isomorphisme,
alors A4 (a) < A, (a') (resp. Ay (a’) < A (a)).

Sq2 Chaque fleche « : @ — a’ de A admet une factorisation de la forme o = § ,
o § : b—=da est une fleche de Ay, et m : a — b une fleche de A_. Une telle
factorisation est unique dans le sens ou pour toute autre factorisation de a de la

"avec ¢ : b —=a’ dans AL et © : a —= b dans A_, il existe une

forme a = §' 7
unique fleche 7: b —= ¥V’ telle que 7w = 7’ et § = §'7.
Sq3 Toutes les fleches de A_ admettent des sections. Deux fleches m, 7' : a — a

de A_ sont égales si et seulement si elles ont les mémes sections.

/

En pratique, on dira que A est une catégorie squelettique, la référence a A, A_ et a
A4 étant implicite.

Remarque 8.1.2— Lorsque tous les isomorphismes de A sont des identités, les
axiomes Sql et Sq2 impliquent que A est une catégorie de Reedy (voir [74,
définition 5.2.1]).
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Dans le cas général, on remarque que tout monomorphisme de A (resp. tout épimor-
phisme scindé de A) est dans Ay (resp. dans A_). En effet, si « est un monomorphisme
(resp. un épimorphisme scindé) de A, il admet une factorisation de la forme o = § 7,
ou § est une fleche de A, et m une fleche de A_. Il est immédiat que 7 (resp. §) doit
étre un monomorphisme (resp. un épimorphisme scindé). Or tout morphisme qui est &
la fois un épimorphisme scindé et un monomorphisme est un isomorphisme. L’axiome
Sq0 implique donc que « est dans Ay (resp. dans A_). D’autre part, dans ’axiome
Sq2, le morphisme 7 est nécessairement un isomorphisme.

Exemple 8.1.3 — Les catégories vide et ponctuelle sont squelettiques.

Exemple 8.1.4— Soit A la catégorie des simplexes. On note Ay (resp. A_) la sous-
catégorie de A formée des monomorphismes (resp. des épimorphismes) de A. On a
une application évidente

)\A:ObA—>1N y A, —>n

ce qui définit une structure de catégorie squelettique sur A.

Exemple 8.1.5— La catégorie Y, sous-catégorie pleine de Ens formée des ensembles
finis de la forme 7,, = {0,...,n} pour n > 0, est une catégorie squelettique : Y4
(resp. T_) est la sous-catégorie de T formée des monomorphismes (resp. des épimor-

phismes), et Ay est application évidente. Les préfaisceaux sur T sont appelés les
ensembles simpliciaur symétriques.

Lemme 8.1.6 — La notion de catégorie squelettique est stable par localisation. Autre-
ment dit, si A est une catégorie squelettique, et si X est un préfaisceau sur A, alors
la catégorie A/ X est naturellement munie d’une structure de catégorie squelettique.
Siuy 1 A/ X — A désigne le foncteur d’oubli, celle-ci est définie en posant

(A/X)p =ux'Ay . (A/X)- =uy'A-

et Ayx 1 0bA/X —N | (a,a—=X)r— Ay(a)

Démonstration. — Les axiomes Sq0 et Sql sont vérifiés immédiatement. Soit
P
N4
X
une fleche de A/X. On factorise o dans A en

™ n 6 ’
a—ad" —=d,
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ot 7 est une fleche de A_, et 0 une fleche de A, puis on pose v’ = u’§. On obtient
de la sorte la factorisation ci-dessous dans A/X.

L’unicité de cette factorisation résulte de la propriété analogue dans A. L’axiome Sq2
est ainsi vérifié, et 'axiome Sq3 résulte du fait que le foncteur d’oubli uy est fidele,
et que pour toute fleche aw de A/ X, I'ensemble des sections de a est canoniquement
en bijection avec celui des sections de u (). O

Remarque 8.1.7— Si A et B sont deux catégories squelettiques, on pose A 4, z(a,b) =
Aa(a) + A5(b), et (A x B), = Ac X Be, e = 4, —, ce qui fait de A X B une catégorie
squelettique.

On fize a présent une catégorie squelettique A.

Définition 8.1.8 — Soit a un objet de A. Une fleche a — o’ de A est une dégénéres-
cence de a si A, (a') < A, (a).

Un objet a de A est dégénéré s’il admet une dégénérescence. Un objet de A est
non dégénéré s’il n’est pas dégénéré.

Soit X un préfaisceau sur A. Si a est un objet de A, une section v de X au-dessus
de a est dégénérée silobjet correspondant de A/ X (& savoir (a,u)) Uest, i.e. s’il existe
une fleche o : a — o’ de A, ainsi qu'une section v’ de X au-dessus de o/, tels que
Aqla’) < Ay(a) et u= Xqo(u'). Une section de X au-dessus d’un objet de A est non
dégénérée si elle n’est pas dégénérée.

Proposition 8.1.9 — Un objet a de A est dégénéré si et seulement s’il existe une fléche
de A_ de source a qui n’est pas un isomorphisme.

Démonstration. — C’est une condition suffisante en vertu de I'axiome Sql. Récipro-
quement, si a est dégénéré, alors il existe une fleche o : @ — o’ de A telle que
A4(a’) < A (a). En vertu de Paxiome Sq2, o admet une factorisation de la forme

™ n 8 ’
a—a —>a ,
ou 7 est une fleche de A_, et § une fleche de A, . Or 7 n’est pas un isomorphisme, car
sinon, les isomorphismes de A étant dans A, on aurait o dans A, et donc 'axiome

Sql impliquerait I'inégalité A 4 (a) < A4 (a’). O

Corollaire 8.1.10 — Soit X un préfaisceau sur A. Une section u de X au-dessus d’un
objet a de A est dégénérée si et seulement s’il existe une fléeche a: a —= a’ de A_ qui
n’est pas un isomorphisme, et une section u’ de X au-dessus de a’ tels que u = X, (u').
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Proposition 8.1.11 — Soit a un objet de A. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) L’objet a est non dégénéré.
ii) Pour tout morphisme o : a —= a’ de A, on a Uinégalité X 4(a) < A,(a’).

(
(iii) Tout morphisme de A_ de source a est un isomorphisme.
(iv) Tout morphisme de A de source a est un morphisme de Ay .

Démonstration. — L’équivalence (i) < (ii) est une traduction de la définition, et
I'implication (#i) = (44) résulte de I'axiome Sql. Supposons la condition (#ii) vérifiée.
Si a: a —= a’ est une fleche de A, elle admet une factorisation de la forme

a—"=a" 2sd
onrm € FIA_ et § € Fl1A,. Or (i) implique que 7 est un isomorphisme, et donc
que o € F1 A, . On a ainsi montré (iii) = (i), et (i) = (i1) est une conséquence

immédiate des axiomes Sq0 et Sql. O

Corollaire 8.1.12 — Soient X un préfaisceau sur A, a un objet de A, et u une section
de X au-dessus de a. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) La section u est non dégénérée.

(ii) Pour tous ov:a —=a' € F1A et v’ € Xy tels que u = Xo(u'), on a Uinégalité
Aygla) < Ay(d).

(iii) Si a : a—=a € FIA_ et v € Xy vérifient u = X, ('), alors o est un
isomorphisme.

(iv) Sia:a—=d € FlA et u' € X, vérifient u = X, (u'), alors « est une fléche
de A4 .

Proposition 8.1.13 — Pour tout objet a de A, il existe un couple (mw,b), o m:a —=b
est une fleche de A_, et ou b est non dégénéré. Un tel couple est appelé une décom-
position d’Eilenberg-Zilber de a.

Démonstration. — Considérons I'ensemble E, des couples de la forme (m,b), ol b
est un objet de A, et m une fleche de a vers b dans la catégorie A_. Il est non
vide puisqu’il contient I’élément (a,1,). L’ensemble des entiers naturels étant bien
ordonné, cela implique que E, admet un élément (m,b) tel que A4 (b) soit minimal.
La proposition 8.1.11 montre que b est alors nécessairement non dégénéré. O

Corollaire 8.1.14 — Soient X un préfaisceau sur A, a un objet de A, et u une section
de X au-dessus de a. Alors il existe un couple (m,v), ot 7 : a —= b est une fléche de
A_ et v une section non dégénérée de X au-dessus de b, tel que u = X (v). Un tel
couple sera appelé une décomposition d’Eilenberg-Zilber de u.

8.1.15 — On note A¢_1 = ), et pour n > 0, on considere la sous-catégorie pleine
Agp de A formée dees objets a tels que A4(a) < n. Pour n > —1, on note i, :
A, — A linclusion pleine canonique. Les catégories A¢,, admettent des structures
de catégorie squelettique évidentes. Soit n > —1 un entier. On note Sk™ A le crible
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de A engendré par la sous-catégorie A¢,. Autrement dit, Sk™ A est la sous-catégorie
pleine de A dont les objets sont les éléments a de Ob A tels qu’il existe une fleche dans
A de source a et de but un objet de Ag,, (i.e. un objet @’ de A tel que A, (a’) < n).

Proposition 8.1.16 — Soit a un objet de A. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) L’objet a de A est dans le crible SE™ A de A.
(ii) I existe une fleche de A_ de source a et de but un objet de Agy,.
(iii) Si (m,b) est une décomposition d’Filenberg-Zilber de a, b est un objet de A<y,

Démonstration. — Les implications (4#4) = (ii) = (i) sont évidentes. Il suffit par
conséquent de montrer que (i) = (iii). Supposons que a soit un objet de Sk™ A, et
considérons une décomposition d’Eilenberg-Zilber (7, b) de a. Comme 7 est une fleche
de A_, elle admet une section (axiome Sq3), et comme Sk™ A est par définition un
crible, cela implique que b est un objet de Sk™ A. Il existe donc une fleche de b vers un
objet a’ de A<y, et en vertu de la proposition 8.1.11, on a 'inégalité A , (b) < A4 (a’).
Cela implique que b est un objet de A¢,, et acheve ainsi la démonstration. O

8.1.17 — Soit X un préfaisceau sur A. Le crible Sk™(A/X) de A/X correspond & un
sous-préfaisceau de X, noté Sk™ X, et appelé le n-iéme squelette de X . Par définition,
on adonc A/ Sk™ X = Sk™(A/X). Le préfaisceau Sk™ X peut se définir explicitement
en posant pour tout objet a de A,

(Sk" X))y ={ue X, | Ja:a—=d, \y(d)<n, I € Xy, Xo(u)=u}.
On vérifie immédiatement que pour toute fleche X — Y de préfaisceaux sur A, on

a le carré commutatif suivant dans Cat.

SE™(A/X) —= A/X

L]

SE"(A)Y) ——= A]Y
L’association X —= Sk™ X définit ainsi un endofoncteur de A.

Corollaire 8.1.18 — Soient X un préfaisceau sur A, et u une section de X au-dessus
d’un objet a de A. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) La section u de X appartient au sous-préfaisceau Sk™ X de X.

(ii) I existe une fleche m:a —= o' de A_ telle que X ,(a’) < n, et une section u’
de X au-dessus de a' vérifiant 'équation X, (u') = u.

(iii) Si (m,v) est une décomposition d’Filenberg-Zilber de u, le but de w est un objet

de Agn.

8.1.19 — Soit C un crible de A. Alors C' correspond a un sous-préfaisceau X de I'objet
final de A, et s’identifie & la catégorie A/X. Il est donc muni d’une structure naturelle
de catégorie squelettique (lemme 8.1.6). Les sous-catégories C1 et C_ s’identifient
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aux intersections C N A4 et C N A_, et 'application A\¢ est la restriction de Ay a C.
Pour tout n > —1, on a l'égalité Cg,, = C N Agy.

Proposition 8.1.20 — Soit C' un crible de A. Alors pour tout n > —1, linclusion de C
dans A induit naturellement le carré cartésien suivant dans Cat.

SE"C — Sk™ A

C—A

Autrement dit, Sk™ C est l'intersection des cribles C et Sk™ A de A.

Démonstration. — On a le carré cartésien ci-dessous,

c,—— A,

L

Cc——A

ce qui montre qu'on a un foncteur naturel de Sk™ C' dans le produit fibré C' N Sk™ A
de C et Sk™ A au-dessus de A. On vérifie aussitot que cela fait de Sk™ C un crible de
C N SkE™ A. En particulier, ce foncteur est pleinement fidele et injectif sur les objets,
et par conséquent, il suffit de montrer qu’il est surjectif sur les objets. Soit a un objet
de C'N Sk™ A. En vertu de la proposition 8.1.16, il existe une fleche 7 : ¢ — o’ dans
A_ dont le but @’ est un objet de la catégorie A,,. Or il résulte de axiome Sq3 que
cette fleche admet une section, et donc, vu que C' est un crible de A, a’ est un objet
de C. On en déduit immédiatement que a est un objet de SE™ C. O

Corollaire 8.1.21 — Soit X —= Y un monomorphisme de A. Alors pour tout entier
n, n = —1, le carré suivant est cartésien.

SE" X —= Sk"Y

]

X—Y

Autrement dit, Sk™ X est lintersection des sous-préfaisceaur X et Sk™Y de Y.

Démonstration. — A/X est un crible de A/Y, et on rappelle qu'on a par définition
les égalités Sk"(A/X) = A/ Sk" X et Sk"(A/Y) = A/ Sk™Y . La proposition 8.1.20

montre que I'image du carré considéré dans ’énoncé par le foncteur

ja:A—Cat/A | X+ (A/X,A/X — A)
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est le carré cartésien ci-dessous dans Cat/A

Af Sk" X —= A/ SE"Y

| l

AJX ——— = A)Y

Or le foncteur j, est pleinement fidele (proposition 3.2.2), ce qui implique immédia-
tement ’assertion. O

Proposition 8.1.22 — Soit n > —1 un entier, et soit X un préfaisceau sur A. Les
assertions sutvantes sont équivalentes.

(i) Sk" X = X.

(ii) Pour tout objet a de A, s’il existe une section non dégénérée de X au-dessus
de a, alors A4 (a) < n.

(iii) Pour toute section u de X au-dessus d’un objet a de A, si (m,v) désigne une
décomposition d’Eilenberg-Zilber de w, alors v est une section de X au-dessus d’un
objet de A¢p,.

(iv) Pout toute section u de X au-dessus d’un objet a de A, il existe une fléche
m:a—=a de A_, et une section u' de X au-dessus de a’ tels que u = X, (u') et
Aa(a) <n.

Démonstration. — Les équivalences entre les conditions (7), (i) et (iv) résultent du
corollaire 8.1.18, et il est immédiat que () équivaut a (44). O

8.1.23 — Soient X un préfaisceau sur A, et a un objet de A. On dit qu'une section
non dégénérée v de X au-dessus de a est dominante si le couple (a,v) n’ a pas
d’automorphismes non triviaux dans la catégorie A/ X. Une section u de X au-dessus
de A est normale 8’1l existe une décomposition d’Eilenberg-Zilber (7, v) de u telle que
v soit une section dominante de X. On remarque qu’une section non dégénérée est
normale si et seulement si elle est dominante.

Un préfaisceau sur A est dit normal si toutes ses sections sont normales.

On vérifie immédiatement que tout sous-préfaisceau d’un préfaisceau normal est
normal. De maniere non moins évidente, on constate que lorsque les objets de A n’ont
pas d’automorphismes non triviaux, tout préfaisceau sur A est normal. L’axiome Sq2
se reformule en disant que tout préfaisceau représentable sur A est normal.

Proposition 8.1.24 — Soit X un préfaisceau sur A. Soient a un objet de A, et u une
section normale de X au-dessus de a. On considére deux décompositions d’Eilenberg-
Zilber (m,v) et (',v") deu, m: a —=b et m: a —=b" étant dans A_, et v et V'
étant des sections non dégénérées de X au-dessus de b et b’ respectivement. Alors
les sections v et v' sont dominantes, et il existe un unique morphisme T : b —= b
dans A tel que 7w = 7’ et v'T = v. On se permettra donc dans ce cas de parler de la
décomposition d’Eilenberg-Zilber de u.
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Démonstration. — Quitte a remplacer A par A/ X, on peut supposer que X est le pré-
faisceau final sur A (cela ne sert qu’a simplifier les notations). On peut aussi supposer
que v est dominante, ce qui revient a considérer deux décompositions d’Eilenberg-
Zilber (m,b) et (7',b") d’un objet a de A, Pobjet b n’admettant pas d’automorphisme
non trivial dans A. Montrons qu’il existe un unique morphisme 7 : b — b’ tel que
7 = x'. Si o/ est une section de 7', comme b’ est non dégénérée, il résulte de 8.1.11
que wo’ est dans Ay, ce qui implique que A 4 (b") < A4 (b). Le choix d’une section de 7
implique donc par le méme procédé que A 4 (b') = A, (b), d’ot il vient par 'axiome Sql
que 7o’ est un isomorphisme. Vu que b n’a pas d’automorphismes non triviaux, ce qui
précede implique que 7 et wo’'n’ ont les mémes sections. On déduit donc de axiome

Sq3 que m = wo'w’. En posant 7 = (wo’)™!, on a donc 7’ = 7. Si 7/ : b —= V' est
un autre morphisme tel que 7’ = 7'7, on a 7’77 = 7’0’ = 1y, dou 7 = T, ce qui
acheve la démonstration. O
Corollaire 8.1.25 — Un préfaisceau sur A est normal si et seulement si toutes ses

sections non dégénérées sont dominantes.

8.1.26 — Soit n > —1. Le foncteur 4, : A¢, — A induit un foncteur image inverse
it A— /Algn ,

lequel admet un adjoint a gauche i,,,, et un adjoint a droite 4,,,.

nl
~ in! -~ -~ in* N

Le foncteur i,, étant pleinement fidele (par construction), les deux foncteurs i,,, et ,,,
sont aussi pleinement fideles. On note
€1y by —> 13

le morphisme d’adjonction non trivial (l'autre, défini de 1 A, Vers ip iy est un iso-

<n

morphisme, puisque ¢, est pleinement fidele).

Lemme 8.1.27— Soit p : X — Y wun morphisme de préfaisceauzr sur A. On consi-
dére un objet a de A, puis ’évaluation pq : Xqo —= Y, de ¢ en a.

(i) Pour tout objet a de A, Uapplication @, envoie les sections dégénérées sur des
sections dégénérées.

(i1) Si pq est une injection, alors elle envoie les sections non dégénérées sur des
sections non dégénérées.

Démonstration. — Il est immédiat que le foncteur A/p : A/X — A/Y envoie les
dégénérescences sur des dégénérescences, ce qui prouve l'assertion (7). On suppose a
présent que @, est une injection, et on considére une section non dégénérée u de X
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au-dessus de a. Si g (u) est une section dégénérée de Y au-dessus de a, alors en vertu
du corollaire 8.1.10, il existe un carré commutatif dans A

a al
X Y

dans lequel le morphisme 7 est une fleche de A_ qui n’est pas un isomorphisme.

T
_—

—_—
@

L’axiome Sq3 assure 'existence d’une section o de . On obtient des lors les égalités
suivantes :

vo(u) =pu=urm=unon =puom=p,(uom) .

L’injectivité de ¢, implique donc l’égalité u = uom, ce qui est une contradiction car
u est non dégénérée. O

Lemme 8.1.28— Soit ¢ : X —= Y un morphisme de préfaisceauxr sur A, Y étant
normal. On suppose qu’il existe un entier n > —1 tel que Sk™ X = X, et tel que pour
tout objet a de Ay, Uévaluation de ¢ en l'objet a soit une application injective. Alors
@ est un monomorphisme.

Démonstration. — Soit a un objet de A, et soient ug et u; deux sections de X au-
dessus de a. Pour i = 0, 1, on choisit une décomposition d’Eilenberg-Zilber (r;, v;) de
u;, et on note b; le but de m;. Comme X = Sk™ X, la proposition 8.1.22 implique les
inégalités

)\A(bl)gn ) ’L:Oal )

et donc il résulte du lemme 8.1.27, (ii) que les sections ¢, (v;), i = 0,1, de Y sont non
dégénérées. Autrement dit, (7, ¢, (vi)) est une décomposition d’Eilenberg-Zilber de
¢, (u;) pour i = 0, 1. Par conséquent, si ¢, (ug) = ¢, (u1), i.e. si pug = @ uy, comme
Y est normal, la proposition 8.1.24 implique ’existence d’un unique morphisme 7 de
bo vers by tel que Tmo = 1 et pu1T = @vo. L’application ¢, étant injective, on a
nécessairement 1’égalité v = vy, d’ou les égalités

Upg = Vo7p = V1T = V1711 = U1 ,

ce qui acheve la démonstration. O

Proposition 8.1.29 — Si X est un préfaisceau normal sur A, pour tout pour tout entier
n, n = —1, le morphisme d’adjonction

Ex il inX —=X

est un monomorphisme dont 'image est le sous-préfaisceau Sk™ X de X.
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Démonstration. — On vérifie immédiatement que Sk™ 1,95 X = i,,4% X, ce qui im-
plique que I'image de ¢ dans X est contenue dans Sk™ X. Comme le foncteur i, est
pleinement fidele, le morphisme

ey it it X —= it X
est un isomorphisme, et donc en vertu du lemme 8.1.28, € est un monomorphisme.
D’autre part, on vérifie aussitét que le crible A/7,,i% X de A/X contient la sous-
catégorie (A/X)<n, ce qui implique qu’il contient le crible engendré par cette der-
niere, & savoir Sk"(A/X) = A/ Sk™ X. L’image du morphisme ¢y est donc bien le
préfaisceau Sk™ X. O

8.1.30 — Soit a un objet de A. Le bord de a est le préfaisceau da = Skl g On
a donc une inclusion canonique ¢, : da — a.

Un monomorphisme X — Y de préfaisceaux sur A est normal si pour tout objet a
de A, toute section de Y au-dessus de a qui ne se factorise pas par X est normale. Cela
revient encore & demander que toute section non dégénérée de Y qui ne se factorise pas
par X est dominante. Par exemple tout monomorphisme entre préfaisceaux normaux
est normal.

Proposition 8.1.31— Les monomorphismes normaux sont stables par images directes,
compositions transfinies et rétractes.

Démonstration. — La seule propriété non triviale a vérifier est la stabilité par images
directes (on vérifie les autres immédiatement grace au lemme 8.1.27, (ii)).
Considérons un carré cocartésien de préfaisceaux sur A de la forme ci-dessous.

X —= X'

Y ——Y’

Supposons que le morphisme ¢ est un monomorphisme normal (ce qui implique que @’
est un monomorphisme). Nous allons montrer que i’ est un monomorphisme normal.
Soit a un objet de A, et s’ une section non dégénérée de Y’ au-dessus de a. Si s’
ne se factorise pas par X', alors il existe une section s de Y au-dessus de a qui est
envoyée sur s’ par le morphisme v (ce qui s’écrit encore vs = s’). La section s est non
dégénérée (car sinon, la section s’ serait dégénérée en vertu du lemme 8.1.27, (i)), et
elle ne se factorise pas par X. Soit 7 un automorphisme de a dans A tel que s'7 = ¢'.
L’application induite par v
Y, - X, —Y - X!

étant injective, on obtient s7 = s. Or ¢ étant un monomorphisme normal, la section
s est normale et donc dominante. On obtient ainsi 1'égalité 7 = 1,, ce qu’il fallait
démontrer. O
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Corollaire 8.1.32 — La classe des préfaisceaur normauzx sur une catégorie squelettique
est saturée par monomorphismes.

8.1.33 — On rappelle qu’on dispose d’une suite d’inclusions de foncteurs
o=8k'c Sk cSklc---cSk" c Sk"t ..,
et pour tout préfaisceau X sur A, on a 1’égalité

X= U Sk"X.

n>—1
Lemme 8.1.34— Soient i : X — Y un monomorphisme normal de préfaisceaux sur
A, et n un entier, n > 0. On choisit un représentant dans chaque classe d’isomor-
phisme d’objets non dégénérés (a,s) de AJY tels que A 4(a) = n et tels ques :a —=Y
ne se factorise pas par X. Si X2 désigne ’ensemble de ces représentants, on a un carré
cocartésien de la forme

Hiwsesdo—xusp™ty

| |

Hiwses o ——=XUSK"Y

Démonstration. — Pour montrer que le carré commutatif ci-dessus est cocartésien, il
suffit de vérifier que son évaluation en chaque objet b de A est un carré cocartésien
d’ensembles. Si A(b) < n, Pévaluation des deux fleches verticales sont des identités, et
donc le carré obtenu est trivialement un carré cocartésien. Supposons a présent que

A(b) = n. Posons
07 = H Jda et Z= H a .
(a,s) €% (a,s)€X

L’application Z, — (X U Sk™Y), est définie explicitement par o — sa pour une
fleche a : b — a de A, et (a, s) un élément de ¥. L’intersection de 'image de Z, — 97,
et de (X U SE™'Y), est vide. Cela revient & affirmer que sa se factorise par X si et
seulement si s se factorise par X. Il est en effet évident que si s se factorise par X
alors sa se factorise par X. Réciproquement, si s = it ou t : b — X est une section
de X au-dessus de b, on peut d’apres 'axiome Sq3 choisir une section ¢ de a. On a
alors s = sao = ito. En conclusion, on obtient une application

Zy—0Zy —= (X USK"Y), — (X USK™Y), .

Le lemme revient ainsi a vérifier que cette derniere est bijective. Montrons 1’injecti-
vité. Considérons (aj,s;), j = 0,1, deux éléments de X, et a; : b —=a;, j = 0,1
deux éléments de Z, qui ne sont pas dans 0Z;,. Cette derniere condition implique
que les morphismes «; sont dans A. Il s’ensuit que pour j = 0,1, («;,s;) est une
décomposition d’Eilenberg-Zilber de s;o;. Si spag = s1a1, alors en vertu de la pro-
position 8.1.24, il existe un unique morphisme 7 : ag —= a1 tel que Tag = a1, et
517 = sg. Ce morphisme 7 est nécessairement un isomorphisme, et comme on a choisi
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au plus un représentant de chaque classe d’isomorphisme de sections non dégénérées
de Y, on a ag = a1 et sg = s;. Comme en outre sy est dominante, 7 doit étre une
identité, ce qui implique que ay = a;. Il reste enfin a vérifier la surjectivité. Soit ¢
une section de Sk™ Y au-dessus de b. En vertu de la proposition 8.1.14, il existe une
décomposition d’Eilenberg-Zilber (o, s') de t. Si t n’est pas dans (X USk"™"Y),, alors
on a nécessairement A 4(a’) = n (8.1.16). La section s’ est non dégénérée, et elle ne
se factorise pas par X. Il existe par conséquent un élément (a, s) de X, et un isomor-
phisme de (a’,s') sur (a, s) dans A/Y. Autrement dit, il existe un isomorphisme 7 de
a’ sur a tel que s7 = s’. L’élément correspondant & a = 7o’ dans Z, — 07, est bien
envoyé sur t = sa. O

Proposition 8.1.35— Soit M [’ensemble des inclusions 0a —a, a € ObA.
La classe des monomorphismes normauz s’identifie a la classe de morphismes

Cell(M) = I(r(9)).

Démonstration. — Tout préfaisceau représentable sur A étant normal, les éléments
de M sont des monomorphismes normaux, d’ou il résulte par la proposition 8.1.31 et
par le lemme 8.1.34 que la classe des monomorphismes normaux s’identifie & Cell(M).
En particulier, Cell(M) est stable par rétractes, ce qui donne 1'égalité Cell(M) =
Ur(M)). O

Définition 8.1.36 — On dit qu'une catégorie squelettique A est normale si tous les
préfaisceaux sur A sont normaux.

Proposition 8.1.37 — Soit A une catégorie squelettique. On note M [’ensemble des
inclusions de la forme 0a —= a, a € Ob A. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) La catégorie A est une catégorie squelettique normale.

(ii) Tout monomorphisme de préfaisceauz sur A est normal.

(i) La classe de morphismes Cell(M) est la classe des monomorphismes de pré-
faisceaux sur A.

(iv) L’ensemble de morphismes M est un modéle cellulaire de A.

(v) Les objets de A n’ont pas d’automorphismes non triviauz.

Démonstration. — Tout monomorphisme entre préfaisceaux normaux étant normal,
il est immédiat que (i) et (ii) sont équivalentes. L’équivalence de (ii), (i) et (iv)
est une conséquence immédiate de la proposition 8.1.35. 1l est clair que (v) implique
(7). 11 reste donc a démontrer que (i) implique (v). Considérons un objet a de A,
et G le groupe des automorphismes de a dans A. Désignons par a/G le quotient du
préfaisceau a par 'action de G, et notons p : a —= a/G la projection canonique. La
section p de a/G au-dessus de a est non dégénérée. En effet, considérons un morphisme
7 :a—bdans A_, et un morphisme v : b — a/G tels que p = vr. Comme p est
un épimorphisme, il existe alors un morphisme u : b — a tel que pu = v. L’ensemble
Hom 3(a, a/G) est par définition le quotient de I’ensemble Hom4(a,a) par I'action de
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G définie en composant les éléments de G (& gauche). L’égalité pur = p implique
donc qu’il existe un automorphisme g de a tel que ur = g. En particulier, ur doit
étre un isomorphisme, et par suite 7 un monomorphisme. Mais d’apres ’axiome Sq3,
7 est aussi un épimorphisme scindé, ce qui implique que 7 est un isomorphisme.
D’apres le corollaire 8.1.12, cela montre bien que la section p est non dégénérée. Or
il est évident que tout élément de G définit un automorphisme de (a,p) dans A/a/G.
Par conséquent, d’apres le corollaire 8.1.25, pour que a/G soit un préfaisceau normal
sur A, il faut que le groupe G soit trivial. O

Remarque 8.1.38— Soient A une catégorie squelettique, et G un préfaisceau de
groupes sur A. Pour une représentation X de G et un entier n > 0, on définit Sk™ X
par le carré cartésien ci-dessous.

SE™ X X

L]

SE™(G\X) — G\ X

Cette construction permet de prouver que si X est un G-torseur sur son quotient, et
si G\ X est un préfaisceau normal sur A, alors X est localement cofibrante. En effet,
on a par le lemme 8.1.34 des carré cocartésiens de la forme

[ia.5) e 5 00 — 8™ (G\ X)

| |

H(a,s)eZ a—>Skn(G\X) )

ce qui donne par image inverse le long de X — G\ X des carrés cocartésiens de la
forme

H(a,s) ex dax G —s Skn_l X

| |

H(a,s)EE GXG—>San

Comme X est la réunion de ses squelettes Sk™ X, n > —1, cela implique que X est
une représentation localement cofibrante. On démontre de la méme manieére que si
i : X —= Y est un morphisme entre représentations de G tel que X et Y soient
des G-torseurs sur leurs quotients et que le morphisme de G\X vers G\Y soit un
monomorphisme normal, alors ¢ est une cofibration locale. Il en résulte par la proposi-
tion 7.1.13 que si A est une catégorie squelettique normale, alors les représentations lo-
calement cofibrantes de G sont exactement les représentations qui sont des G-torseurs
sur leurs quotients, et qu’un morphisme de représentations localement cofibrantes est
une cofibration locale si et seulement si ¢’est un monomorphisme.
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8.2. Catégories squelettiques réguliéres

8.2.1 — Soit A une catégorie squelettique. Un préfaisceau X sur A est régulier si
toute section non dégénérée de X au-dessus d’un objet de A est un monomorphisme.
Il est immédiat que tout préfaisceau régulier est normal.

Dire qu'un préfaisceau X sur A est régulier équivaut encore a affirmer que pour tout
préfaisceau représentable a sur A, et tout morphisme u : a — X, I'image de u est
représentable (cela se déduit de existence d’une décomposition d’Eilenberg-Zilber
de u). On vérifie que tout sous-objet d'un préfaisceau régulier sur A est lui-méme
régulier. Ces remarques permettent de prouver la proposition suivante.

Proposition 8.2.2 — Soit A une catégorie squelettique. Les assertions suivantes sont
équivalentes.

(i) Tout préfaisceau représentable sur A est régulier.

ii) Le bord de tout préfaisceau représentable sur A est régulier.

ii) Le bord de tout préfai présentabl A est réguli

(iii) Toutes les fleches de Ay sont des monomorphismes de A.

(iv) L’image de tout morphisme entre préfaisceauz représentables sur A est repré-
sentable.

Définition 8.2.3 — Une catégorie squelettique A est préréguliére si tout préfaisceau
représentable sur A est régulier.
Une catégorie squelettique A est réguliere si elle est normale et préréguliere.

Remarque 8.2.4— Le critere (i) de la proposition 8.2.2 implique qu'une petite ca-
tégorie A admet au plus une structure de catégorie squelettique préréguliere (au choix
de l'application A, pres).

Exemple 8.2.5— La catégorie des simplexes A est une catégorie squelettique régu-
liere.

Proposition 8.2.6 — Si A est une catégorie squelettique régquliere, alors pour tout pré-
faisceau X sur A, la catégorie AJX est une catégorie squelettique réguliére.

Démonstration. — Soit X un préfaisceau sur une petite catégorie A. On sait que A/X
est squelettique en vertu du lemme 8.1.6, et il est clair que si A est normale, il en est
de méme de A/X. D’autre part, un morphisme de A/X est un monomorphisme si et
seulement si son image dans A en est un. Cela implique ’assertion. O

Remarque 8.2.7— Les catégories squelettiques régulieres sont aussi stables par pro-
duits finis.

Proposition 8.2.8 — Soit A une catégorie squelettique préréguliére. Pour qu’une
classe de préfaisceaux sur A saturée par monomorphismes contienne tous les préfais-
ceaur normauz sur A, il suffit qu’elle contienne tous les préfaisceaur représentables
sur A.
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Démonstration. — Soit C une classe d’objets de A saturée par monomorphismes et
contenant les objets de A. Il résulte de argument du petit objet et de la proposi-
tion 8.1.37 que pour montrer que tout préfaisceau normal sur A est dans C, il suffit de
vérifier que pour tout objet a de A, da est dans C. On va en fait vérifier que tout
sous-objet de a est dans C, en procédant par récurrence sur n = A 4(a). Sin =0, les
seuls sous-objets de a sont @ et a, et donc I'assertion est trivialement vérifiée. Dans le
cas général, si K est un sous-objet de a, K # a, on déduit de 8.2.2, (iv), qu’il existe un
ensemble I, et une famille a;, ¢ € I, de sous-objets représentables de a telle que pour
tout 4, A 4 (a;) < n, et telle que K = U;er a;. On peut munir I d’un bon ordre et définir
un foncteur F: I — A par i —> Uy g; ay. On va montrer par récurrence transfinie
que pour tout 7 dans I, F; est dans C. Si i est I’élément initial, F; est représentable,
et donc cette condition est vérifiée par hypothese. Sinon, on remarque que si pour

tout ¢’ < 4, Fy est dans C, alors lim_ Fy = Uy <; a;y est aussi dans C, et que le carré
—'<

i
suivant est cocartésien.

Uir<iay Na; —— Uy < ay

l |

a; —— = F;

Par hypothese de récurrence sur n, vu que A 4 (a;) < n, Uy<;ai Na; est dans C, et par
conséquent, il en est de méme de F;. On en déduit que lim /' = K est dans C, ce qui
acheve la démonstration. O

Proposition 8.2.9 — Soit A une catégorie squelettique régulicre. Alors pour tout pré-
faisceau X sur A, tout A/ X -localisateur est régulier.

Démonstration. — En vertu de la proposition 8.2.6, il suffit de montrer que tout A-
localisateur est régulier. Or cela résulte immédiatement de ’exemple 3.4.10, et des
propositions 3.4.22 et 8.2.8. O

Définition 8.2.10 — Soit A une petite catégorie. Un A-prélocalisateur est une classe
W de fleches de A vérifiant les axiomes suivants.

PL1 W est faiblement saturée et stable par rétractes.
PL2 Pour tout diagramme commutatif dans A du type

[e5] a2
Al - AO R — A2

I

BlTBQTBQ ?

dans lequel oy et B1 sont des monomorphismes, et fy, f1, fo sont des éléments de W,
la fleche canonique A; T4, Ay — By llp, By est un élément de W.

PL3 Si A est un ensemble bien ordonné, X,Y : A\ — A une paire de foncteurs,
et ¢ : X — Y un morphisme de foncteurs tels que pour tous v < pu € A, les
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fleches naturelles X (v) — X (u) et Y(v) — Y (i) soient des monomorphismes,
@(p) : X(pn) —= Y (u) étant dans W, alors lime : im X — limY" est un élément
de W.

En d’autres termes, un A-prélocalisateur est une classe de fleches faiblement saturée

de A qui est saturée par monomorphismes comme classe d’objets de la catégorie des
fleches de A (cf. 1.1.14).

Exemple 8.2.11— En vertu du lemme 1.4.15, tout A-localisateur est un A-prélocali-
sateur ('axiome PL1 résulte du fait que tout A-localisateur est fortement saturé).

Exemple 8.2.12— Soit W un localisateur fondamental. Alors pour toute petite ca-
tégorie A, Wy = i3' W est un A-prélocalisateur (I'axiome PL1 étant trivialement
vérifié (cf. 4.2.4 pour la stabilité par rétractes), cela résulte de [96, corollaires 2.3.13
et 2.3.16)).

Remarque 8.2.13— On vérifie que tout A-prélocalisateur W vérifie les axiomes L1 et
L3 de la définition de A-localisateur (1.4.1). Par conséquent, pour que W soit un A-lo-
calisateur, il faut et il suffit qu’il satisfasse & ’axiome L2 (ou bien I'une des conditions
énoncées dans le lemme 1.4.13).

Lemme 8.2.14— Soient A une catégorie squelettique réguliére, B une petite catégo-
rie, W un B-prélocalisateur, ® et ¥ deuxr foncteurs commutant aux petites limites
inductives et respectant les monomorphismes, de la catégorie des préfaisceaux sur A
vers celle des préfaisceaux sur B, et a un morphisme de foncteurs de ® vers . Les
deux conditions suitvantes sont équivalentes.

(a) Pour tout préfaisceau représentable a sur A, le morphisme
g P(a) — Y(a)

est dans W.
(b) Pour tout préfaisceau X sur A, le morphisme

ay (X)) — U(X)
est dans W.

Démonstration. — 11 résulte aussitot du lemme 1.1.15 que la classe des préfaisceaux
X sur A tels que ay soit dans W est saturée par monomorphismes. L’assertion résulte
donc de la proposition 8.2.8. O

Proposition 8.2.15— Soit A une catégorie squelettique réguliére. On considére une
donnée homotopique élémentaire sur A,

j = (I’aoaalaa) )
et un A-prélocalisateur W tels que pour tout objet a de A, le morphisme

0o : I ®a—a
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soit un élément de W. Alors W est un A-localisateur, et pour tout préfaisceau X sur
A, le morphisme

ox:I®@X —X

est une W-équivalence.

Démonstration. — En vertu du lemme 1.4.13, il suffit de montrer la seconde asser-
tion, & savoir que pour tout préfaisceau X sur A, le morphisme o est dans W. Le
lemme 8.2.14, appliqué au cas on A = B, ® = [ et ¥ =13, permet de conclure. [

Corollaire 8.2.16 — Soit A une catégorie squelettique réguliére. On considére une
donnée homotopique élémentaire sur A

j = (I’aoaalaa) )
et un localisateur fondamental ‘W, tels que pour tout objet a de A, le morphisme
0q:I®a—a

soit une W-équivalence. Alors A est une W-catégorie test locale, et pour tout pré-
faisceau X sur A, le morphisme

ox : I®X —X
est une ‘W-équivalence.

Démonstration. — Vu que i;ll W est un A-prélocalisateur (8.2.12), assertion résulte
du corollaire 4.2.3 et de la proposition ci-dessus. o

Lemme 8.2.17— Soit A une catégorie squelettique réguliére. On suppose que A est
une Wa-catégorie test locale. Pour qu’un A-localisateur W coincide avec celui des
oco-Eéquivalences, il faut et il suffit que toute W-équivalence soit une co-équivalence et
que tout monomorphisme de préfaisceauxr représentables soit une W-équivalence.

Démonstration. — 1l est clair que c’est une condition nécessaire. Réciproquement,
considérons un A-localisateur W, et supposons que toute W-équivalence est une oco-é-
quivalence et que tout monomorphisme de préfaisceaux représentables est une W-é-
quivalence. On remarque grace aux axiomes Sq2 et Sq3 que toute fleche de A est dans
W. Enfin, comme W est régulier (8.2.9), on en déduit grace a la proposition 6.4.26
que toute oco-équivalence est une W-équivalence. O

Théoreme 8.2.18— Soit A une Wa-catégorie test locale. On désigne par W, la
classe des oco-équivalences dans A. On suppose que A est squelettique régulicre, et
on suppose donnée une structure homotopique (J,An) telle que la classe des équiva-
lences faibles associée soit W, . Les assertions suivantes sont équivalentes.

(a) Tout morphisme de préfaisceaux représentables sur A est une équivalence faible
absolue.
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(b) Tout monomorphisme entre préfaisceaux représentables est une extension
anodine.
(c) La structure homotopique (3, An) est compléte.

Démonstration. — L’implication (a) = (b) est immédiate (proposition 1.3.56). Si la
structure homotopique (J,An) est complete, cela signifie en vertu de la proposition
1.3.61 que les équivalences faibles absolues sont simplement les équivalences faibles
(en Poccurrence les oco-équivalences), et donc, en particulier, toute fleche entre pré-
faisceaux représentables est alors une équivalence faible absolue, ce qui prouve que
(¢) implique (a). Il reste ainsi & vérifier que (b) implique (¢). Supposons que tout
monomorphisme de A soit une équivalence faible absolue. Pour chaque préfaisceau X
sur A, on considere la structure homotopique induite (J/X, An/X) sur X (cf. 1.3.54).
On remarque qu’une fleche de A /X est une co-équivalence si et seulement si son image
dans A en est une. On en déduit que toute X-équivalence (i.e. toute équivalence faible
de A/X au sens de la structure homotopique (3/X,An/X)) est une co-équivalence
(cf. 1.3.54). Le lemme 8.2.17 implique donc, grace & la proposition 8.2.6, que toute oo-
équivalence au-dessus de X est une X-équivalence. Autrement dit, les co-équivalences
de A sont toutes des équivalences faibles absolues, ce qui acheve la démonstration en
vertu de la proposition 1.3.61. O

Corollaire 8.2.19 — Soit A une catégorie squelettique réguliere. On considére une
donnée homotopique (3,S) sur A (avec 3 = (I1,0°,0',0)) vérifiant les hypothéses
sutvantes.

(a) Tout élément de S est une oco-équivalence.

(b) Tout monomorphisme de A est dans A5(S, M) (pour cela, il suffit que tout
monomorphisme de A soit dans S).

(c) Pour tout objet a de A, le morphisme o, : [ ® a — a est une oo-équivalence
(i.e. la catégorie A/(I @ a) est co-asphérique).
Alors la catégorie des préfaisceaux sur A admet une structure de catégorie de mo-
déles fermée propre a engendrement cofibrant dont les cofibrations sont les monomor-
phismes, et les équivalences faibles, les oco-équivalences. Les cofibrations sont engen-
drées par l'ensemble M des inclusions canoniques de la forme da —= a, a € Ob A,
et les cofibrations triviales par les éléments de Ay (S, M) (cf. 1.3.12).

Démonstration. — L’hypothese (¢) implique que A est une W.-catégorie test locale
en vertu du corollaire 8.2.16, ce qui prouve aussi la premiére assertion (corollaire 4.2.18
et théoreme 4.4.30). Désignons par W la classe des équivalences faibles définie par la
donnée homotopique (J,5). En vertu des corollaires 1.4.18 et 8.2.16, les hypotheéses
(a) et (¢) impliquent que toute W-équivalence est une co-équivalence. L’hypothese (b)
et le lemme 8.2.17 impliquent donc que W est la classe des co-équivalences. Mais 1'hy-
pothese (b) implique en particulier que tout monomorphisme de A est une extension
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anodine, et donc le théoréme précédent montre que la donnée homotopique (7, .5) est
complete, ce qui acheve la démonstration. O

Scholie 8.2.20 — Une partie des travaux de Clemens Berger [11] peuvent éte vus du
point de vue des catégories test squelettiques régulieres. Soit © la catégorie cellulaire
de Joyal (que I’on peut voir comme la catégorie opposée de la catégorie des w-disques;;
voir [11, proposition 2.2]). Nous renvoyons le lecteur & loc. cit. pour une définition
précise de O, et nous nous contenterons de dire ici que cette catégorie permet de
coder la combinatoire sous-jacente a la théorie des catégories supérieures; voir aussi
[4, 5, 12, 120]. Les préfaisceaux sur © sont appelés les ensembles cellulaires. 11 ré-
sulte facilement de [11, lemme 2.4] que © est une catégorie squelettique réguliére. La
description combinatoire du produit cartésien de deux préfaisceaux représentables sur
© donnée par [11, proposition 2.8] permet de prouver que O est une catégorie totale-
ment asphérique. Comme elle admet un objet final, c’est une catégorie test ; voir 4.3.4.
On en déduit que la catégorie des ensembles cellulaires admet une structure de caté-
gorie de modeles fermée propre dont les cofibrations sont les monomorphismes, et les
équivalences faibles, les co-équivalences. On peut ainsi retrouver(!) une construction
purement combinatoire de la structure de catégorie de modeles fermée de [11, théo-
reme 3.9] (la description explicite d’un ensemble générateur des cofibrations triviales
résultant essentiellement du théoréme 8.2.18). En sortant du cadre des catégories
squeletiques, on peut interpréter les résultats de [11] en termes de catégories test. En
effet, Berger associe a toute w-opérade A une catégorie © 4. Pour tout morphisme de
w-opérades f : A — B, on a un foncteur canonique associé f : © 4 — Op; voir
[11, définition 1.15]. En outre, si A = w désigne I'w-opérade finale, on a 0, = ©. 11
est alors possible, en s’inspirant de la preuve de [11, théoréme 4.14], de prouver que
pour toute w-opérade A qui est contractile au sens de [11, définition 1.20], le foncteur
p: 04 —> O est Wao-excellent et que © 4 est totalement oo-asphérique. Comme p est
en particulier localement co-asphérique, il s’en suit en vertu de [96, corollaire 1.7.15]
que O 4 est une catégorie test stricte. Cela permet d’obtenir une structure de catégorie
de modeles fermée sur la catégorie des ensembles A-cellulaires (i.e. des préfaisceaux
sur © 4), et donc de répondre affirmativement & 'une des questions posées par Berger ;
voir [11, remarque 4.20].

8.2.21 — Soit A une catégorie squelettique préréguliere. Si X est un préfaisceau
régulier sur A, on désigne par £X l'ensemble des sous-objets représentables de X,

MLa preuve de [11, théoréme 3.9] utilise un foncteur de réalisation topologique des ensembles
cellulaires et la théorie des quasi-fibrations topologiques. Il est remarquable que la théorie des quasi-
fibrations topologiques est un ingrédient essentiel dans la preuve originale du théoréme B de Quillen
et que la preuve du théoreme 8.2.18 utilise de maniere essentielle le théoreme B en question.
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ordonné par l'inclusion. Si w : X — Y est un morphisme de préfaisceaux réguliers
sur A, on lui associe une application croissante

fu: X — &Y aCX+—=u(a)CY

(ot u(a) désigne I'image du morphisme composé a — X — Y, laquelle est repré-
sentable puisque Y est régulier). Cette construction définit un foncteur de la catégorie
des préfaisceaux réguliers sur A vers la catégorie des ensembles ordonnés. En restrei-
gnant ce dernier aux préfaisceaux représentables, on obtient le foncteur de subdivision
barycentrique

£ A— Cat

Ce foncteur admet un prolongement unique en un foncteur commutant aux petites
limites inductives &, lequel admet un adjoint a droite £*.

E[:A\—>Cat f*:Cat—>g

On définit enfin un foncteur
g . A — E

en composant £ avec le foncteur nerf. Comme ci-dessus, le foncteur o admet un unique
prolongement en un foncteur commutant aux petites limites inductives noté Sd = oy,
lequel admet un adjoint a droite Fx = o*.

Sd:A— A Er:A— A

Il va de soi que les notations employées dans ce paragraphe sont compatibles avec
celles de 2.1.26.

Lemme 8.2.22— Pour tout préfaisceau régulier X sur A, siy : EX — A désigne
le foncteur défini par ¥ (a C X) = a, alors le morphisme évident limyy — X est
un isomorphisme.

Démonstration. — Le foncteur ¢ : £EX — A se factorise par le foncteur canonique
vy A/X — A, défini par (a,u:a — X)+—a,

X —=A/X 223

et comme le morphisme canonique limpy —= X est un isomorphisme, il suffit de
montrer que le foncteur £X — A/X est cofinal, autrement dit, que pour tout objet
(a,u : a — X) de A/X, la catégorie (a,u)\EX est connexe. Or le préfaisceau X
est régulier, ce qui implique que Imu est un préfaisceau représentable sur A, et la
catégorie (a,u)\éX admet un objet initial, a savoir le couple (Imu C X, a — Imu),
ol a — Imw désigne I’épimorphisme canonique, ce qui prouve le lemme. O

Proposition 8.2.23 — Pour tout préfaisceau régulier X sur A, on a des isomorphismes
canoniques Sd X ~ NEX ~ NEX.
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Démonstration. — L’assertion étant trivialement vérifiée lorsque X est représentable,
il suffit en vertu du lemme précédent, de prouver que les foncteurs & et N & commutent
aux limites inductives du type évoqué dans ce lemme. Si B est une petite catégorie,
et si Fp désigne le foncteur de B dans Cat qui associe & b la catégorie B/b, on sait
quelim F'y = Bet quelimN Fy = N B (voir 3.2.10 pour la seconde limite inductive).
Pour conclure, il suffit & présent de constater que pour B =¢X,ona Yy = Fex. O

Corollaire 8.2.24 — Pour tout préfaisceau représentable a sur A, le foncteur
&0a —= &a est une immersion ouverte.

Démonstration. — Les sous-objets d’un préfaisceau régulier étant réguliers, le bord
de a est régulier. Par conséquent, en vertu de la proposition précédente (et de la pleine
fidélité du foncteur nerf), £0a = £da est le sous-ensemble ordonné de a formé des
a’' C a tels que a’ # a. Il est clair que cela forme un crible de &a. O

Corollaire 8.2.25 — Le foncteur & : A — Cat envoie les monomorphismes normaux
sur des immersions ouvertes.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la proposition 8.1.35, du
lemme 5.1.10 et du corollaire 8.2.24. O

Corollaire 8.2.26 — Le foncteur Sd : A —= A envoie les monomorphismes normaux
des monomorphismes.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la proposition 8.1.35, de la propo-
sition 8.2.23 et du corollaire 8.2.24. O

8.2.27 — On suppose a présent que A est une catégorie squelettique réguliere.
Soit ¢ un objet de A. On définit un foncteur

7ot AJa —= &a
par m(a/, a0 : o' —=a) = aa’) (ou a(a’) désigne toujours I'image de «). Cette
construction est naturelle en a, et par conséquent, on peut prolonger N 7 par limites
inductives, ce qui nous fournit un morphisme de foncteurs

Proposition 8.2.28 — Soit W un localisateur fondamental. Pour tout préfaisceau X
sur A, le morphisme N A/ X — Sd X est une W-équivalence.

Démonstration. — Les foncteurs N ¢, et Sd commutent aux petites limites induc-
tives (voir 3.2.10 pour le premier) et respectent les monomorphismes (comme A est
réguliere, tout monomorphisme est normal, ce qui permet d’appliquer le corollaire
précédent). En vertu du lemme 8.2.14, il suffit donc de prouver lassertion lorsque X
est représentable. Or dans ce cas, N A/X et Sd X = N £X sont contractiles, ce qui
permet de conclure. O

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2006



332 CHAPITRE 8. EXEMPLES DE CATEGORIES TEST LOCALES

Proposition 8.2.29 — Soit W un localisateur fondamental, et soit A une catégorie
squelettique réguliere. Pour que A soit une W-catégorie test locale, il faut et il suffit
que le foncteur de subdivision barycentrique & : A — Cat soit un W-foncteur test
local. En outre, si c’est le cas, les foncteurs Sd et Ex respectent les ‘W -équivalences.
Enfin, si de plus W est accessible, le couple de foncteurs adjoints

Sd:A—=AN e Er:A—A

est une adjonction de Quillen (voire une équivalence de Quillen si A est W-asphéri-
que) pour les structures de catégorie de modéles associées a W.

Démonstration. — En vertu du lemme 4.1.17 et du corollaire 8.2.25, le foncteur £*
envoie les petites catégories admettant un objet final sur des objets injectifs de A.
Si A est une W-catégorie test locale, il résulte donc de la proposition 4.2.3 que
pour toute petite catégorie C' admettant un objet final, le préfaisceau £*C est lo-
calement W-asphérique, ce qui prouve que £ est un W-foncteur test local grace au
théoreme 4.1.26. La réciproque résulte de la définition méme des foncteurs test locaux.
Supposons & présent que A est une W-catégorie test locale. Le fait que le foncteur Ex
respecte les W-équivalences est une application directe de la proposition 4.3.12, avec
B = A et i = o (il résulte du corollaire 8.2.24, de la pleine fidélité du foncteur nerf
et du lemme 4.1.17 appliqué a i = £ que Fx A; = £*A; est un objet injectif de A (ce
qui implique qu’il est localement asphérique), et pour tout objet a de A, I'ensemble
ordonné £a admet a comme élément maximal, ce qui implique que son nerf Sd a est
contractile, et permet de vérifier les hypotheéses faites au numéro 4.3.10). Il est clair
en vertu de la proposition 8.2.28 que le foncteur Sd respecte les équivalences faibles.
Pour achever la démonstration, il faut encore vérifier que le foncteur Sd respecte les
monomorphismes, ce qui est en fait déja connu (8.1.37 et 8.2.26). Le fait que le fonc-
teur Sd soit une équivalence de Quillen a gauche lorsque A est asphérique résulte
facilement de la proposition 8.2.28. O

8.3. Ensembles simpliciaux symétriques

8.3.1 — On rappelle que les ensembles simpliciaux symétriques sont les préfaisceaux
sur la catégorie T des ensembles finis de la forme 7;, = {0,...,n} pour n > 0.
On sait déja que T est une catégorie squelettique (préréguliere). La catégorie T est
aussi une catégorie test stricte; voir 4.1.20. Nous avons donc sur T une structure de
catégorie de modeles fermée propre et a engendrement cofibrant dont les équivalences
faibles sont les co-équivalences, et les cofibrations, les monomorphismes. Nous allons
construire une structure de catégorie de modeles fermée sur la catégorie des ensembles
simpliciaux symétriques dont les équivalences faibles sont les co-équivalences, et les
cofibrations, les monomorphismes normaux (cf. 8.1.30).
On note

v:A—T | A, —T7,
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le foncteur d’inclusion évident. Il induit un foncteur image inverse
v T — A

lequel admet pour adjoint a gauche I'extension de Kan a gauche de v, notée comme
il se doit

v!:£—>’Y.

Proposition 8.3.2 — Pour tout entier n > 0, le foncteur vy envoie linclusion

oA, — A, sur Uinclusion 91,, — 1,,.

Démonstration. — L’assertion est triviale dans le cas n = 1, ce qui implique par le
lemme 2.1.10 que le foncteur v respecte les monomorphismes. On en déduit que la
fleche canonique de dA,, vers J7,, est un monomorphisme. Or il est immédiat que
cette derniére est un épimorphisme. O

Corollaire 8.3.3 — Le foncteur vy : A —= Y envoie les monomorphismes sur des
monomorphismes normaux.

Démonstration. — Cela résulte de 'argument du petit objet et des propositions 8.1.35
et 8.3.2. O

Lemme 8.3.4 — Soient m,n > 0 deuz entiers. On a une application fonctorielle en
A qui admet une section fonctorielle canonique

Sm : Homgy (Sd Ay, Ay) —= Homy (7, 15)

Démonstration. — Tout morphisme d’ensembles simpliciaux de Sd A,, vers A, est
le nerf d’une unique application croissante v : £4A,, —= A,,. On associe a v une ap-
plication u : 1,, — 7/, définie par la formule u(i) = v({i}). Cela définit I'application
Sm annoncée. La vérification de la fonctorialité revient a constater que pour toute ap-
plication croissante ¢ : A, —= A,,,, on a l'identification v({y(:)}) = v(ep({i})) pour
tout 7 dans 715

Pour construire une section fonctorielle en A,, de 'application précédente, on
procede comme suit. Toute application u : 7, —= 7;, induit une application crois-
sante £A,,, —= £A,, définie par S = u(S). En composant celle-ci avec 'application
naturelle £A,, — A,, (cf. 2.1.26), on associe de la sorte & w un morphisme v de
Sd A, vers A,,. Si w désigne 'image de v par I'application ¢,,, on a par construction
w(i) = max{u(i)} = u(i) pour tout ¢ dans 7,,. La fonctorialité de cette section en A,,
est immédiate. O

Proposition 8.3.5 — Pour tout entier n > 0, v*7,, est un objet injectif dans la caté-
gorie des ensembles simpliciauz.
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Démonstration. — 1l résulte du fait que les foncteurs Sd et vy commutent aux limites
inductives, de la proposition 8.3.2 et du lemme 8.3.4 que 'on a un carré commutatif

HOm&(Sd Am, An) —_— Hom? (Tm, Tn)

| |

HOmA(Sd 8Am, An> —_— Hom? (8Tm, Tn)

dont les fleches horizontales admettent des sections. Or on veut montrer que la fleche
verticale de droite est une surjection. Pour cela, il suffit de montrer que la fleche
verticale de gauche est une surjection. Autrement dit, nous sommes ramenés a prouver
que Ez A, est un objet injectif dans la catégorie des ensembles simpliciaux. Cela
résulte immédiatement du lemme 4.1.17 et du corollaire 8.2.25. (]

Corollaire 8.3.6 — Le foncteur v : A —= Y est co-asphérique.

Démonstration. — Cela résulte du théoreme 4.1.19, du corollaire 8.3.3 et de la pro-
position 8.3.5. On peut aussi en donner une preuve plus élémentaire ; voir [96, preuve
de 1.7.25]. O

8.3.7 — Pourn > 1et 0 <k < n, on pose Tff = ngﬁ. On remarque qu’il existe des
isomorphismes 70 ~ Tk,

Proposition 8.3.8 — La catégorie des ensembles simpliciauz symétriques admet une
structure de catégorie de modéles fermée propre et a engendrement cofibrant dont les
équivalences faibles sont les co-équivalences, et dont les cofibrations sont les mono-
morphismes normauz. Les cofibrations sont engendrées par l’ensemble des inclusions
de la forme

7, — 7T, , n=0,

et les cofibrations triviales sont engendrées par les morphismes de la forme

TS—>Tn n>1.

)

En outre, les foncteurs vy et v* sont des équivalences de Quillen a gauche.

Démonstration. — En vertu des corollaires 8.3.3 et 2.1.22, le foncteur v, respecte les
oo-équivalences. La proposition 4.2.23 et le corollaire 8.3.6 impliquent qu'un mor-
phisme d’ensembles simpliciaux symétriques est une oco-équivalence si et seulement si
son image par v* est une co-équivalence d’ensembles simpliciaux. La proposition 1.4.23
appliquée au couple de foncteurs adjoints (v, v*) et la proposition 8.3.2 donnent
donc cette structure de catégorie de modeles fermée (la propreté résulte du fait que
Wy est un localisateur fondamental propre et d’une double application du corol-
laire 1.5.21). Pour vérifier que les foncteurs vy et v* sont des équivalences de Quillen
a gauche, il suffit de vérifier que c’est le cas de v*, ce qui résulte facilement de la
proposition 4.2.24. O
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Remarque 8.3.9— Pour la structure de catégorie de modeles ci-dessus, les objets
cofibrants sont donc les préfaisceaux normaux, et les cofibrations entre objets cofi-
brants les monomorphismes. En outre, pour tout ensemble simplicial symétrique X,
le morphisme d’adjonction viv*X — X est une oco-équivalence, et ’ensemble sim-
plicial symétrique viv* X est normal, ce qui fournit une résolution cofibrante foncto-
rielle. On a aussi une résolution fibrante fonctorielle X — v, Ex®° v*X, le foncteur
v, Bz v* ayant en outre le bon gotit de commuter aux produits finis et de respecter
les fibrations.

Remarque 8.3.10— On obtient une autre équivalence de Quillen entre les ensembles
simpliciaux et les ensembles simpliciaux symétriques (toujours avec la structure de la
proposition 8.3.8) par le foncteur de subdivision barycentrique défini au numéro 8.2.21
(exercice laissé au lecteur). Il est remarquable que pour tout ensemble simplicial X,
on a Sdu X = Sd X. Cette identification est utilisée implicitement dans la preuve de
la proposition 2.1.39.

Remarque 8.3.11— En vertu de la proposition 8.1.37, I’ensemble des inclusions de la
forme 97, —= 7,, n’est pas un modele cellulaire de T. Cela compromet un certain
nombre d’affirmations de Rosicky et Tholen [115]. On peut cependant déduire de
la proposition 8.3.5 que la structure de catégorie de modeles fermée de la proposi-
tion 8.3.8 est « déterminée & gauche » au sens de loc. cit. relativement & la classe des
monomorphismes normaux.

8.4. Ensembles cubiques

8.4.1 — Pour tout entier n > 0, on note [J,, I'ensemble produit {0,1}". Pour n > 1,
1<i<n,ete=0,1, on définit une application

5:{8 : Dn—l I Dn
par la formule
(5:{6(1'1, . ,ZCn_l) = (.’L‘l, ey Lj—1,E, LGy vt ,l’n_l) s
et pour n > 0, 1 <7 < n+ 1, une application
O',fl 0pp1 — 0O,
par la formule
op (1, Tug1) = (T1, - T 1, Tig 1, -, Tngl)

On définit la catégorie des cubes [0 comme la sous-catégorie de Ens dont les objets
sont les ensembles (J,,, n > 0, engendrée par les fleches 65, n > 1,1 <i<n,e = 0,1,
et les fleches ofl, n > 0,1 <4< n+ 1. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier

I’énoncé suivant (nous renvoyons & [23, 66] pour des développements systématiques
sur la combinatoire cubique).
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Proposition 8.4.2 — La catégorie O est la sous-catégorie de Ens dont les objets sont
les ensembles O, n > 0, et dont les fleches sont les applications

f:ljmﬁljnv f:(flv"'vaI)a fj:Dmﬁ'Dlv 1<]<7’L,

satisfaisant auzr deuxr conditions suivantes.

(a) Pour tout j, 1 < j < m, f; est une application constante (de valeur 0 ot 1) ou
bien une projection du type

pri:Op —=01, (21,...,%p)—2;, 1<i<m.

(b) Pour tous ji, ja, 1 < j1 < j2 < n, si fj, = pri, et fj, =pri,, alors i1 < is.

8.4.3 — Les applications §%¢ et of, vérifient les relations cocubiques ci-dessous.
jyn §h€  _ si,e sJ—Lm ; ;
65177671—1 - 67116 671—1 <)
i i i g+l o
O Ont1 = Op Opt1 1<)
(8.4.3.1) 5i€ oIt i<j
J e — i—1l,e J > ]
On 6n+1 - 6711 e On—1 =7
1Dn 1= _7

On peut montrer que ces relations fournissent une présentation de la catégorie des
cubes. Les relations cocubiques donnent le lemme suivant.
Lemme 8.4.4 — Tout morphisme ¢ : O,, —= O,, de O est de la forme

_ <lo,eo slier li—1,8i-1 _kj kj—1 ko
©=10,0,"7 -..0,_;\1 Orm—1— Om—j - Om—1

oun—1i=m—1—7j. En particulier, tout monomorphisme ¢ : U, — [J,, s’écrit

- slo,eo slise1 ln—m—1,En—m—1
i=0,00, 7 .. 0 ,

et tout épimorphisme 7 : O, — U,, s’écrit

_ k  — 1 — kWL7n72 ko
T=0,""""to,"] O -
8.4.5 — La catégorie des cubes [0 admet une structure de catégorie monoidale stricte

induite par le produit cartésien d’ensembles (ce qui résulte immédiatement de la
description de O obtenue par la proposition 8.4.2). Autrement dit, il existe un foncteur

@:0x0—0 |, (O, On) — 0 @ O, = O,

faisant de [J une catégorie monoidale dont 1'objet unité est ’oblet final de O, a sa-
voir . La catégorie des cubes, munie de cette structure, est caractérisée par une
propriété universelle. On note ¢, la sous-catégorie pleine de [0 dont les objets sont
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les ensembles [y et ;. 11 s’agit donc de la catégorie représentée par le diagramme

commutatif
O
0 1o,
510 )
90
Dl —_— DO
st
1
DO Do

Proposition 8.4.6 — Soit C une catégorie monoidale. La catégorie des foncteurs mo-
noidauzr de O vers C est canoniquement équivalente a celle des foncteurs de Oy vers
C qui envoient (g sur 'objet unité de C, dans le sens ou tout foncteur

@1:D<1—>C

tel que ®1(0y) soit lobjet unité de C se prolonge de maniére unique & isomorphisme
canonique preés en un foncteur monoidal

.0 —C
Oy = @1(01)%" = @1 (01) © (21(01) @ (- (@1(0h) @ @1(0Th)) ---)) -

Démonstration. — Pourn > 1,1 <i < n, et e =0,1, on a I'égalité

(5;’6 = 1[31.71 X (5%’6 ® 10

n—i ?

et pour n > 0,1 <7< n+ 1, 'égalité
oh=1n,_,®03@10,_,,, -

La structure monoidale de [, ces égalités, et les relations 03(5%’0 =1g, = 001(5%’1,
venant de Ogq, suffisent pour retrouver les relations (8.4.3.1), lesquelles caractérisent
O, ce qui implique la proposition. O

Exemple 8.4.7 — On peut réaliser la catégorie [¢; comme une sous-catégorie pleine
de la catégorie des simplexes A, en envoyant [y sur Ag, [J; sur ’ensemble ordonné
Ay, o sur of), et 5}’8 sur 6%78, e = 0, 1. L’inclusion canonique de A dans (Cat nous
donne donc par composition une inclusion pleine de Og; dans Cat qui envoie Uy sur la
catégorie ponctuelle. Or cette derniere est I’'objet unité pour la structure de catégorie
monoidale de Cat définie par le produit cartésien. On obtient donc par prolongement
un foncteur monoidal

i:0—Cat , 0O, AT.

Ce foncteur sera appelé le plongement canonique de O dans Cat (on remarque cepen-
dant qu’il est fidele et injectif sur les objets, sans étre plein).

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2006



338 CHAPITRE 8. EXEMPLES DE CATEGORIES TEST LOCALES

Exemple 8.4.8 — Si A est une petite catégorie, toute donnée homotopique élémentaire
sur A détermine, a isomorphisme canonique prées, un foncteur monoidal de la catégorie
des cubes vers celle des endofoncteurs de la catégorie des préfaisceaux sur A.

8.4.9 — Nous allons & présent montrer que la catégorie des cubes est une Who-

catégorie test, et que le plongement canonique de 00 dans Cat est un Who-foncteur

test. Nous allons donner dans un premier temps une démonstration élémentaire de ce

fait, puis développer les propriétés homotopiques intrinseques de Ifl7 lesquelles nous

donnerons des informations supplémentaires sur la structure de catégorie de modeles

fermée sur Ifl, ainsi qu'une seconde preuve du fait que 0 est une W,-catégorie test.
Soit A une petite catégorie. Un précylindre fonctoriel est un triplet

(1,0°,0%) ,
ou I est un endofoncteur de A, et 9%, ¢ = 0,1, deux morphismes de foncteurs de
I'identité de A vers I. Une augmentation d’un tel précylindre est une famille
o= (0q:1I(a) — a)acob A
de morphismes de A, telle que pour tout objet a de A, et pour € = 0, 1, on ait ’égalité

04 05 = 1,. Un précylindre admettant une augmentation sera dit augmenté.

Remarque 8.4.10— Si (1,9°,9') est un précylindre fonctoriel dans une petite caté-
gorie A admettant une augmentation o, alors pour tout objet a de A, la fleche o,
permet de définir un précylindre fonctoriel dans la catégorie A/a,

(I1a/a, | aja 0" asa)
défini comme suit. Pour tout objet (a’, ) de A/a, on pose
Ig/0(d o a" —a) = (I(d"),00 I(a) : I(a') —a) ,
et pour toute fleche f : (a/,a) —= (a”, ') de A/a, on pose

Iasa(f) =1(f) .
Les morphismes de foncteurs 9°| 4 Ja €t Y4 /a sont induits par les morphismes de
foncteurs 0° et O1.

Lemme 8.4.11— On fize un localisateur fondamental W. Soient A une petite
catégorie,
i:A— Cat
un foncteur, et
(1,0°,0")
un précylindre fonctoriel dans A. On suppose les conditions suivantes vérifiées.

(a) Pour tout objet a de A, le foncteur i) : i(a) —= iI(a) est une immersion
ouverte, i.e. un isomorphisme sur un crible U, de la catégorie i I(a), et le foncteur
0% :i(a) — i I(a) se factorise par le cocrible complémentaire de U,, F, =i I(a)—U,.

(b) Pour tout morphisme o:a —a' de A, on ail(a)(Fy) C Fyr.
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Alors pour toute petite catégorie C' admettant un objet final ec, le foncteur d’oubli
AIC=A)i"C — A
est une ‘W-équivalence.

Démonstration. — On définit un foncteur
D:A/C— A/C
comme suit. On pose pour chaque objet (a,u) de A/C,
D(a,u:i(a) — C) = (I(a),vy : i I(a) — C) ,

ot v, est I'unique foncteur dont la restriction a U, est u, i.e. tel que vy|y, = vuli(a) =
v, 1(0%) = u, et dont la restriction au crible complémentaire F,, est le foncteur constant
de valeur ec (cette définition prend un sens & la lumiére du lemme 4.1.16, lequel est
applicable grace a la condition (a) et au fait que ec est un objet final de C). Si «
est une fleche de (a,u) vers (a’,u’) dans A/C, on pose simplement D(a) = I(«). Le
fait que ’on obtient bien de la sorte un foncteur résulte de vérifications élémentaires
utilisant la propriété (b). On définit ensuite un morphisme de foncteurs

50:1A/C%D

par la formule
50 ) =Y, (a,u) €ObA/C .

(a,u

On considére enfin le foncteur
jiA—A/C, at+— (a,ec:i(a) —C),

ol ec désigne aussi le foncteur constant de valeur ec. En composant j avec le foncteur
d’oubli » de A/C vers A, on obtient un endofoncteur K = jr de A/C, et on définit
un morphisme de foncteurs
'K —D
par la formule
6(1(17“) =09}, (a,u) €ObA/C .

On interprete 0% et ' comme des homotopies de lidentité de A/C vers D et de
K = jr vers D respectivement. Cela implique que jr est une W-équivalence, et comme
rj = 14, cela implique que r en est une aussi, ce qui acheve la démonstration. O

Proposition 8.4.12— On fize un localisateur fondamental W. Soient A une petite
catégorie, i : A —= Cat un foncteur, et (I,0°,0Y) un précylindre fonctoriel augmenté
dans A. On suppose les conditions suivantes vérifiées.

(a) Pour tout objet a de A, le foncteur i : i(a) —= iI(a) est une immersion
ouverte, i.e. un isomorphisme sur un crible U, de la catégorie i I(a), et le foncteur
0! :i(a) — i I(a) se factorise par le cocrible complémentaire de U,, F, =i I(a)—U,.

(b) Pour tout morphisme o:a —a' de A, on ail(a)(Fy) C Fyr.

(¢) Pour tout objet a de A, la catégorie i(a) admet un objet final.
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Alors i est un W-foncteur test local (en particulier, A est donc une W-catégorie test
locale).

Démonstration. — Comme on a supposé le précylindre fonctoriel augmenté, on vérifie
que pour tout objet a de A, le foncteur composé
AJa — A —> Cat
et le précylindre fonctoriel induit dans A/a grace & 'augmentation,
(I|A/aa aO|A/aa al|A/a) )
satisfont aux hypotheses du lemme 8.4.11. On en déduit que pour toute petite caté-

gorie C' admettant un objet final, la projection i*C X a —= a est une W-équivalence
(dans A/a et donc dans A). Le théoréme 4.1.26 implique deés lors Passertion. O

Corollaire 8.4.13 — La catégorie des cubes est une Wi, -catégorie test, et linclusion
canonique de O dans Cat est un Wa-foncteur test.

Démonstration. — On définit un précylindre fonctoriel augmenté dans [0 par
I0,) =020, , n=0,
O'Dn:(f,rll et a‘%n:(()‘,rll’j_l s N>0,€:0,1.

Les hypotheses de la proposition 8.4.12 sont vérifiées pour celui-ci et pour 'inclusion
canonique de O dans Cat, ce qui montre que ¢ est un Wso-foncteur test local. Pour
achever la démonstration, il suffit donc de montrer que O est une catégorie W -as-
phérique, ce qui est immédiat puisqu’elle admet un objet final (& savoir Op). O

Scholie 8.4.14 — Soit A une catégorie admettant un objet final 1. On désigne par
P(A) la catégorie monoidale stricte libre engendrée par A telle que 1 soit 'objet unité.
S’il existe un segment séparant représentable sur A, alors IP(A) est une catégorie test :
on applique simplement la proposition 8.4.12 au foncteur canonique

P(A) — Cat x+—P(A)/x .

Nous proposons au lecteur l'exercice consistant a démontrer que si A est en outre
une catégorie squelettique réguliére, alors il en est de méme de la catégorie P(A).
Lorsque A = Oy, on retrouve de la sorte la catégorie des cubes. Lorsque A = A,
A =TP(A) est la catégorie des prismes, et les préfaisceaux sur A\ sont appelés les
ensembles prismatiques. On obtient de la sorte une catégorie de modeles fermée sur la
catégorie des ensembles prismatiques qui avait été conjecturée par Dwyer, Hirschhorn
et Kan. Un autre cas éventuellement intéressant est celui ou A = O est la catégorie
globulaire. Les objets de O sont les O,, pour n > 0, et les fleches sont engendrées par
les opérateurs
$,6:0p —>=Opy1 et i:0pp1 — O,

soumis aux relations ci-dessous.

ss =ts tt = st is=1=1it
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Les préfaisceaux sur O sont donc les w-graphes réflexifs. Grothendieck conjecture dans
la Poursuite des champs que la catégorie O est une catégorie test. On peut démontrer
qu’il n’en est rien : pour tout w-graphe réflexif X, le groupoide fondamental de la
catégorie O/ X est le groupoide libre engendré par le 1-graphe sous-jacent & X, ce qui
fait que O ne peut méme pas étre une catégorie test faible pour des raisons évidentes.
On peut cependant vérifier facilement que O est une catégorie squelettique réguliere,
d’ott il résulte que IP(O) est une catégorie test squelettique réguliere. Cette catégorie
peut étre vue comme le mariage des combinatoires globulaires et cubiques, alors que
la catégorie © de Joyal (cf. 8.2.20) peut étre vue comme celui des combinatoires
globulaires et simpliciales.

8.4.15 — On appellera ensembles cubiques les préfaisceaux sur la catégorie des cubes.
Si X est un ensemble cubique, et si n > 0, on notera X,, I’évaluation de X en 'objet
,. Comme annoncé, nous allons & présent développer la théorie homotopique des
ensembles cubiques.

8.4.16 — On note Oy (resp. O_) la sous-catégorie de O dont les objets sont les
ensembles [0,,, n > 0, et dont les fleches sont les monomorphismes (resp. les épimor-
phismes) de 0. On a en outre une application évidente

Ag:Ob0 — N, O,F—=n.

Proposition 8.4.17 — La catégorie des cubes, munie des sous-catégories Oy etO_, et
de lapplication A\, est une catégorie squelettique réguliere.

Démonstration. — Les axiomes Sq0 et Sql sont évidents. Les axiomes Sq2 et Sq3 se
démontrent facilement avec la description de O donnée par la proposition 8.4.2 (une
autre méthode possible consiste & utiliser le lemme 8.4.4). La régularité résulte du
critere (¢i7) de la proposition 8.2.2. O

Lemme 8.4.18— Pour tout entier n > 0, et tous i,j, 1 <1 < j < n+ 2, le carré
suivant est absolument cartésien (cf. 2.1.7).

i,€
n+1
O, —— U4

i1, 5
S ”l lt?iiz

Dn+1 T> Dn+2
n+2

Démonstration. — Les équations (8.4.3.1) montrent que ce carré est commutatif, que
i—1 j j . . 1 j .
60", 0,5, 007, admettent des rétractions o', of |, o) ., respectivement, et
) J i,e _ ¢le j—1 , . P
qu'on a 0y, 10,5 = 0,105 . L’assertion résulte donc du lemme 2.1.8. O
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Lemme 8.4.19— Pour tout entier n > 1, et tout i, 1 < i < n, le carré suivant est
cartésien dans O.

g ——Unp

T

Dn—l 61—1> Dn

n

Démonstration. — Cette assertion est équivalente a I'affirmation qu’il n’existe pas de
carré commutatif dans O du type

Oy ——Un1

T

Upo1 ——0,
§irl

n

pour m > 0. Comme il existe toujours un morphisme de Oy vers U,,, on peut se
contenter de vérifier 'inexistence de tels diagrammes commutatifs lorsque m = 0, ce
qui est une constatation immédiate. O

Notations 8.4.20 — Pour n > 0, on note
i, 00, — 0O,
I’inclusion canonique du bord de [J,, dans a.
Lemme 8.4.21— Soient A une petite catégorie, et
F:0—A

un foncteur commutant aux petites limites inductives. Pour que F' respecte les mo-
nomorphismes, il faut et il suffit que pour tout n > 1, et pour tout i, 1 < i < n, le
morphisme

(F(5), F(8551)) : (D) T F(0, 1) — F(0,)

soit un monomorphisme.

Démonstration. — La condition est nécessaire puisqu’en vertu du lemme 8.4.19, les
morphismes de type (65°,6%1) sont des monomorphismes de 0. Montrons la réci-

~

proque. Les morphismes i, : 000,, —= [0,,, n > 0 formant un modele cellulaire de [J
(8.1.37), il suffit de montrer que pour tout n > 0, F(i,) est un monomorphisme.
Comme ®(@) = &, le cas n = 0 est évident, et le cas n = 1 est en fait vérifié
par hypothese. On peut donc supposer que n > 2. La démonstration utilise alors les
lemmes 8.4.18 et 8.4.19, et repose sur le méme principe que celle de 2.1.10. Les détails
sont laissés au lecteur. O
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8.4.22 — Le produit tensoriel de la catégorie des cubes se prolonge de maniere unique
a isomorphisme unique preés en un produit tensoriel

®:0x0—0 , X,)Y)—=XQY
tel que pour tout ensemble cubique X, les foncteurs
Y= X®Y e YI—=Y®X

commutent aux petites limites inductives. La catégorie des ensembles cubiques est
ainsi munie d’une structure de catégorie monoidale, dont ’objet unité est ’objet final
p. Cela permet d’énoncer la propriété universelle suivante, dont la démonstration
résulte immédiatement de la proposition 8.4.6.

Proposition 8.4.23 — Soit C une catégorie monoidale admettant des petites limites
inductives, et telle que pour tout objet X de C, les foncteurs

YH—=—XQ®Y e Y=Y ®X

commutent aux petites limites inductives. Alors la catégorie des foncteurs monoidaux
et commutant aux petites limites inductives de la catégorie 0 vers C est canoniquement
équivalente a celle des foncteurs de la catégorie Ogq vers C qui envoient l’objet Uy
sur l’objet unité de C.

Exemple 8.4.24— Le foncteur monoidal [0 — A qui associe au n-cube [, le produit
AY, induit un unique foncteur commutant aux petites limites inductives

i 0—A.
La proposition ci-dessus implique que le foncteur ¢, est monoidal pour le produit

cartésien d’ensembles simpliciaux, i.e. que pour toute paire d’ensembles cubiques X
et Y, on a un isomorphisme canonique

WX ®Y) ~=i(X) x ii(Y) .
En outre, le foncteur ¢y admet un adjoint a droite
i A —=0 ,
défini par la formule
i*(X), = Homz (A}, X) , XeObA , n>0.
Proposition 8.4.25— Pour tout ensemble cubique X, les foncteurs
YF=XQ®Y e YI=—YRX

respectent les monomorphismes. En outre, pour toute paire de monomorphismes de [,

A—B e K—1L,
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le carré commutatif
ARK — B® K
AR L——B®L

est cartésien, ou encore, de maniére équivalente (puisque les fleches de ce carré sont
toutes des monomorphismes), la fléche canonique

AR Lllpgxk B®& K — B® L
est un monomorphisme. Comme de coutume, on écrira dans ce cas

AR LN ok BOK=A®LUB®K .

Démonstration. — Soient X et Y deux ensembles cubiques. On va montrer que le
morphisme

1x®25 %°01y,1x@61 @1
XQVIXgYy —xX&0 ovlxen o) X, oY

est un monomorphisme. De maniére équivalente, il s’agit de vérifier qu’il n’existe pas
de carré commutatif dans O de la forme ci-dessous.

[ X®Y

l llx®5}’0®1y

X®Y#>X®D1®Y
1x®6; @1y

~

Or si cela était le cas, comme [Jy est a la fois ’objet final de [0 et ’objet neutre de la
structure monoidale que nous considérons, il existerait par fonctorialité un tel carré
dans le cas ou X =Y = [y, ce qui est contraire au lemme 8.4.19. Par conséquent,
pour tout ensemble cubique X, les foncteurs

Y= XQY e YI—=Y&®X

respectent les monomorphismes. En effet, en vertu de ce qui précede, comme on a la
décomposition monoidale

6" =10, ® 67 ®1n n20,1<i<n,

n—i ?
les morphismes

1x®550,1x @50t
X, X0, | 22X v om,

sont des monomorphismes, ce qui permet d’appliquer le lemme 8.4.21. Considé-
rons & présent deux entiers m,n > 0. Alors le carré induit par les inclusions
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canoniques des bords de [, et [,

od,, ® o,, —=U,, ® o1,

| |

g, @0, ——U, @0, ’

est cartésien. En effet, en vertu de ce qui précede, ce carré est formé de monomor-
phismes, et il résulte des lemmes 8.4.18 et 8.4.19 que si on note I ’ensemble

I'={(ijen)|[1<i<m,1<j<n,en=01},

on a les égalités suivantes de sous-objets de [, ® [,

7, m+j,
00,60, ND 000, = U (Im(55,) Nin(47)
- U I (5’”*%" §ioe )
(i,j,e,n) er m m4n m+n—1
- U Im(éf,f ® 53;") :
(i,5,e;m) €1

ce qui est une présentation possible de 9(1,,, ® 0,,. Le morphisme canonique
a|:’7n & Dn HBDm®BDn Dm & al:’n - |:lm & Dm

est donc un monomorphisme, ce qui achéve la démonstration, en vertu de la proposi-
tion 8.1.37 et d’une double application du corollaire 1.1.8, ou plus simplement de [74,
lemme 4.2.4]. O

8.4.26 — On considere a présent le foncteur 4, de 'exemple 8.4.24, ainsi que son
adjoint a droite ¢*. On remarque que si C' est une petite catégorie, i* N C' s’identifie
canoniquement a l’ensemble cubique ¢*C, ou cette fois ¢* désigne le foncteur de Cat
dans O induit par le plongement canonique de [0 dans Cat.

Grace a la proposition ci-dessus, le produit tensoriel a gauche par [J; définit une
donnée homotopique élémentaire sur [, les morphismes

0% X—010X, £=0,1,
étant définis par 95 = 6;° ® 1x et les morphismes
ox 01X — X

par oy = 0} ® 1x. On dira que cette donnée homotopique est la donnée homotopique
canonique sur O, et sera notée ;.

Proposition 8.4.27 — La catégorie des cubes est une Wi, -catégorie test, et pour tout
ensemble cubique X, les foncteurs

Y= XQY e YI—=Y®X

respectent les co-€équivalences. En outre, le O-localisateur des oo-équivalences est le
plus petit O-prélocalisateur contenant les fleches [,, —= gy, n > 0.
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Démonstration. — La catégorie O est co-asphérique, puisqu’elle admet un objet final,
et donc il suffit de montrer qu’elle est une W,,-catégorie test locale. Comme pour tout
n > 0, la fleche

oy ®1g, 01®0, =0pp — 0O,

est une co-équivalence, les propositions 8.4.17 et 8.4.25, et le corollaire 8.2.16, im-
pliquent la premiere assertion. On en déduit aussi que pour tout ensemble cubique X,
tout entier n > 0, le morphisme [J,, ® X — X est une co-équivalence. Par conséquent,
pour toute co-équivalence X — Y dans Ifl, les fleches

0, X —0,0Y , n>0,

sont encore des co-équivalences. Le lemme 8.2.14 implique des lors la deuxieme asser-
tion. Il reste a caractériser les co-équivalences de 0 en termes de O-prélocalisateurs. Le
méme argument que ci-dessus, mais assisté cette fois de la proposition 8.2.15, montre
que le plus petit O-prélocalisateur contenant les fleches [J,, — [y, n > 0 est en fait
le O-localisateur engendré par les fleches [, —= [y, n > 0. D’autre part, comme
O est une catégorie squelettique réguliere, tout O-localisateur est régulier (proposi-
tion 8.2.9), et donc il résulte du théoréme 4.2.15 que les co-équivalences de O sont les
éléments du O-localisateur engendré par les fleches [1,, — Uy, n > 0, ce qui acheve
la démonstration. O

Proposition 8.4.28 — Le foncteur i* : A — 0O détecte les oo-équivalences, i.e. un
morphisme d’ensembles simpliciaur est une oco-équivalence si et seulement si son
image par le foncteur i* en est une.

Démonstration. — C’est une application directe de la proposition 4.3.12 pour A =[O
et B = A, une fois remarqué que comme le plongement canonique de [0 dans Cat est
un Wso-foncteur test (8.4.13), 'ensemble cubique i* A; est localement W,,-asphérique
(4.1.26). O

Lemme 8.4.29— Le foncteur i, : g—A respecte les monomorphismes.

Démonstration. — Le foncteur 4, envoie l'inclusion dl]; — [J; sur son analogue
0A1 —= A; qui est un monomorphisme. Comme le foncteur 4, est monoidal, et comme
les monomorphismes sont stables par produits finis, on en déduit aussitot que les
conditions du lemme 8.4.21 sont satisfaites, ce qui implique 1’assertion. O

Proposition 8.4.30 — Le foncteur iy respecte les co-équivalences, et les morphismes
d’adjonction

it — 13 et 1|f| — %4
sont des oco-équivalences dans A et dans O respectivement. En particulier, le couple
(i1, ©*) est une équivalence de Quillen.
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Démonstration. — On sait que le plongement canonique de 00 dans Cat est un W-
foncteur test (corollaire 8.4.13). Par conséquent, le foncteur induit

i*: cat — 0O
définit une équivalence de catégories
i : Hot,, —> #{,, O,

Hot_ désignant la localisation de Cat par les co-équivalences. On sait par ailleurs
que pour des raisons similaires, le foncteur nerf induit une équivalence de catégories
N : Hot,, —= 7, A.

Comme le foncteur i* : A —= 0O respecte les co-équivalences, il induit un foncteur

entre les catégories homotopiques correspondantes noté aussi par abus i*, et on en

déduit le triangle commutatif ci-dessous.
Hot : HH,, O

Par conséquent, le foncteur
TR }[WDOA — }[leﬁ

est une équivalence de catégories. D’autre part le foncteur i, respecte les oo-
équivalences. En effet, comme le foncteur 4 commute aux petites limites inductives,
il résulte du lemme 8.4.29 que z'!_lwoo est un O-prélocalisateur, et il est évident qu’il
contient les fleches O,, — Oy, n > 0, ce qui implique grace a la derniere assertion
de la proposition 8.4.27 que c’est un [O-localisateur qui contient les oo-équivalences.
On vérifie aussitot que le foncteur induit

2 }[Wmlfl — }[Wxﬁ
est un adjoint a gauche du foncteur ¢*, les morphismes d’adjonction étant induits par
leurs analogues avant localisation, et donc que c’est une équivalence de catégories.

La forte saturation des localisateurs permet alors de montrer que les morphismes
d’adjonction de iy et i* sont des co-équivalences avant localisation. O

~

8.4.31 — Le foncteur (X,Y) — X ®Y respecte les co-équivalences de O, en chaque
variable (8.4.27), et donc induit un foncteur

® 1 Hyy Ox Hy,, O— 9, O.

Comme }[,W 0 est une catégorie équivalente a la catégorie Hot__, cela induit un

o0
foncteur

® : Hot_ x Hot_, — Hot__ .

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2006



348 CHAPITRE 8. EXEMPLES DE CATEGORIES TEST LOCALES

Corollaire 8.4.32 — Le foncteur ® : Hot_ xHot_, — Hot_ est le foncteur produit
cartésien (X, Y)— X x Y.

Démonstration. — L’équivalence de catégories de 7—[ O vers }[W A est induite par
le foncteur monoidal ;. Il suffit donc de vérifier que 1e produit cartésien d’ensembles
simpliciaux induit bien le produit cartésien dans Hot__, ce qui est bien connu (cela
se déduit par exemple du fait que A est une Wi-catégorie test stricte). O

Remarque 8.4.33— Le produit cartésien d’ensembles cubiques ne respecte pas les
oo-équivalences en général. On peut par exemple calculer explicitement le type d’ho-
motopie de I’ensemble cubique [y x [J; et vérifier qu’il n’est méme pas simplement
connexe.

Cependant, comme la structure de catégorie de modeles fermée sur O est propre, si
X est un ensemble cubique fibrant, le produit par X respecte les équivalences faibles.

8.4.34 — Nous allons a présent donner une description plus précise des fibrations
pour la structure de catégorie de modeles sur 0 (dont les équivalences faibles sont les
oo-équivalences, et les cofibrations, les monomorphismes).

On a vu que le produit tensoriel par [J; définit une donnée homotopique canonique
sur [J, notée encore [J;. Pour n > 1, 1 <7 < n, et ¢ = 0,1, on définit le sous-objet
& de O,, par

M= U  Imé",
(Gm#(ie)

et on note u%° l'inclusion dans [J,,.
€ . he
(s — 0,

On définit I'ensemble J comme celui des fleches du type u%, n > 1,1 < i < n, et
¢ =0, 1. On obtient ainsi une donnée homotopique sur O :
(O, J) .
Si I désigne I’ensemble des inclusions du type
od, —0, , n=0,

on sait que I est un modele cellulaire de Ifl, et donc par le procédé du para-
graphe 1.3.12, on obtient un ensemble d’extensions anodines

Ap, (J,1)
puis une classe d’extensions anodines
[(r(Ap, (4, 1)) -

D’autre part, la donnée homotopique (O1, J) définit une structure de catégorie de mo-
deles fermée a engendrement cofibrant dont les cofibrations sont les monomorphismes.
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Lemme 8.4.35— On considére deuz carrés commutatifs

X —— X' — X"

L

Y —Y ——Y"
tels que les fleches
Yx X' —Y' e Yy X' —Y"
soient des extensions anodines. Alors la fleche
Yy X' —Y"

est une extension anodine.

Démonstration. — On a un carré cocartésien canonique :

Y1y X' —Y1Ix X"

| |

YI —Y’ HX’ D¢

L’assertion résulte ainsi de la stabilité des extensions anodines par composition et
par images directes. Ce lemme peut aussi étre considéré comme un cas particulier du
lemme 1.1.6, (b). O

Lemme 8.4.36— Soientm >0, n > 1,1 < i< n, ete =0,1. Les carrés commutatifs

Mee ® 00, — 0, ® 00,, 00, @ Mke — 00, @ O,
Mnes @O, — 0, ® O, O ® M4 ——0,, ® O,

induisent les identifications

et Op @Me5Uo0, @0, = rnime

m—+n

Mif @ O, U0, ® 00, = M55

n+m

Démonstration. — 1l résulte de la proposition 8.4.25 qu’on obtient bien de la sorte
des sous-préfaisceaux de [,,, . Les identifications annoncées sont quant a elles consé-
quences des lemmes 8.4.18 et 8.4.19. O

Lemme 8.4.37— On conserve les notations de 8.4.34.

(i) Tous les cornets, i.e. les éléments de J, sont des co-équivalences.

(ii) On a Uégalité Ap, (J,I) = J.
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(iii) Pour toute paire, i : X —=Y, j : K —= L, de monomorphismes d’ensembles
cubiques, les inclusions

X KUY ®{}@L —YeO®L , =01,
induites par les carrés commutatifs
i®lg, ®7
XD QK ———=Y®Oy® L
1x®61’€®1Kl l1y®6i’€®1L

XK ——YoLh L ’
1®lg, ®j

sont des extensions anodines. En particulier, pourn > 1,1 < i< n, et =0,1, les
morphismes
0y 0,1 — 0O,

sont des extensions anodines.

Démonstration

(¢) Les deux inclusions I‘I%’E — U, € = 0,1, sont les morphismes 6%’6 et sont
donc des oo-équivalences. Pour montrer que M%° — [J,, est une oo-équivalence,
on procede par récurrence sur n > 1 grace au lemme précédent, et la stabilité des
oo-équivalences par produit tensoriel (8.4.27).

(4) En reprenant les notations de 1.3.12, le lemme 8.4.36 montre que J = A (J, I)
et implique que A(J) C J, ce qui prouve I’assertion.

(#5) En vertu de la proposition 8.4.25, de 8.4.36 et de [74, lemme 4.2.4] (ou
d’une double application du corollaire 1.1.8), si K — L est une extension anodine
et X — Y un monomorphisme, les fleches

LOIXUKR®Y — LY et XQLUYQ®K —YQ®L

sont des extensions anodines. L’assertion résulte ainsi du lemme 8.4.35. Il reste a
vérifier que cela permet de réaliser les applications du type §%¢ comme des extensions
anodines. Pour cela, il suffit de voir que lorsque Y =00, 1, L=0,_; et X = K = &,
on obtient par cette construction §%¢. O

Théoreme 8.4.38— La catégorie des ensembles cubiques admet une structure de ca-

tégorie de modéles fermée monoidale propre, dont les équivalences faibles sont les

oco-€équivalences, et les cofibrations, les monomorphismes. Cette structure est engen-

drée par le couple (I,J), ou I désigne I’ensemble des inclusions de bords
in:00,—0, , n=0,

et J celui des inclusions de cornets

ubt et =0, , n>1,1<i<n,e=0,1.
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Démonstration. — La premicre assertion résulte du fait que W, est un localisateur
fondamental propre et que O est une W..-catégorie test (I’aspect monoidal étant
contenu dans les propositions 8.4.25 et 8.4.27). Il s’agit de montrer que la structure
de catégorie de modeles fermée obtenue est engendrée par le couple (I, J). On sait déja
que I est un modele cellulaire de 0 (8.1.37). 1l suffit donc de montrer que J engendre
bien les cofibrations triviales, ce qui résulte du lemme 8.2.17 et du théoréme 8.2.18
(dont les hypotheses sont vérifiées grace au lemme 8.4.37). O

Remarque 8.4.39— Le théoreme ci-dessus permet de montrer facilement le fait sui-
vant. Soit A une petite catégorie munie d’une structure homotopique (J,An). La
propriété universelle de [0 (8.4.6) et la théorie des extensions de Kan permettent
d’étendre la structure de cylindre de J en une action unitaire et associative de la
catégorie des ensembles cubiques sur la catégorie des préfaisceaux sur A (i.e. en un
foncteur monoidal de O vers Hom(A, A)). La structure de catégorie de modeles fer-
mée correspondante A la structure homotopique (J,An) (1.3.22) fait alors de A une
« catégorie de modeles cubique », c’est-a-dire une Ifl—catégorie de modeles au sens de
[74, définition 4.2.18] (exercice laissé au lecteur).

8.5. Ensembles cycliques

8.5.1 — Suivant Elmendorf [57], on définit la catégorie des simplexes périodiques
L comme suit. Pour chaque entier n > 0, on dispose d’un objet L,. Si m > 0 et
n > 0 sont deux entiers, 'ensemble de fleches de L,, vers L, est 'ensemble L(m,n)
formé des applications croissantes u : Z — 7 telles que pour tout entier i, on ait
u(i+m+1) =wu(i) + n+ 1. Laloi de composition de L est induite par la composition
des endomorphismes de Z. On définit la catégorie des ensembles périodiques comme
la catégorie des préfaisceaux d’ensembles sur L.

Pour n > 0, on note (3, ’élément de L(n,n) défini par 3,(i) =i — 1. Les éléments
de L(m,n) peuvent ainsi étre décrits comme les applications croissantes u : Z —= 7Z
telles que uBm™t = Brtly. Si w et v sont deux éléments de L(m,n), on dit que u

et v sont Z-équivalents s’il existe un entier k£ tel que uﬂ%mﬂ)

= v. On vérifie que
cela définit une relation d’équivalence compatible a la composition sur les morphismes
de L. On définit la catégorie des simplexes cycliques A comme la catégorie dont les
objets sont les symboles A,, pour n > 0, et dont les morphismes de A,,, vers A,, sont les
éléments de 'ensemble A(m,n), obtenu comme le quotient de L(m,n) par la relation

de Z-équivalence. On a donc par définition un foncteur
m:L — A

défini par w(L,) = A,, sur les objets et induit par les projections L(m,n) — A(m,n).
Suivant Connes [38], on définit les ensembles cycliques comme les préfaisceaux
d’ensembles sur A. Le but de cette section est de prouver que A est une catégorie
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test locale et de I’étudier en tant que telle, ce qui peut étre vu comme une relecture
de l'article de Dwyer, Hopkins et Kan [49].

L’une des propriétés fondamentales de la catégorie A est qu’elle est autoduale
dans le sens ou il existe un isomorphisme (non canonique) A ~ A°?. Le moyen le
plus simple de construire un tel isomorphisme provient du lemme ci-dessous (dont la
démonstration est immédiate).

Lemme 8.5.2— Si on considere l’ensemble ordonné Z comme une catégorie, tout
foncteur w : Z — 7 admet un adjoint a gauche Du : 7 — 7 défini par la formule

Du(i) = inf{j | i < u(j)} -
En outre, lapplication

Hom,y (%, Z) — Homy, (Z,7Z) ut— Du
est bijective.
8.5.3 — On vérifie que l'application u —= Du envoie les éléments de L(m,n) sur
des éléments de L(n, m), induisant une bijection L(m,n) ~ L(n,m). On obtient de la
sorte un foncteur

D:L—L?

induisant I'identitié sur les objets. Il est clair que le foncteur D est un isomorphisme
de catégories. On voit immédiatement que pour n > 0, on a D3, = 3, (ce qui donne
aussi la formule D?3,, = 3,). Cela implique que le foncteur D est compatible avec la
relation de Z-équivalence, et induit par conséquent un isomorphisme de catégories

D:A— AP,
En outre, le carré ci-dessous est commutatif.

L —2>Lor

op
A —D> A
On note 7,, I'image de f3,, par la projection 7.

8.5.4 — On vérifie aussitot que 'ensemble Homa (A,,, A,,) s’identifie canoniquement
aux éléments v de L(m, n) vérifiant les conditions 0 < w(0) et u(m) < n. Cela définit
un foncteur fidele

i:A—L
en posant i(A,) = L,. On note

j:A—A
le foncteur composé j = mwi. On désigne par L la sous-catégorie de L ayant les mémes
objets que L, mais pour morphismes de L,, vers L,, les éléments v de L(m,n) tels
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que v(0) = 0. On remarque alors que D(i(A)) = Lg”. On obtient de la sorte un
isomorphisme de catégories
Di: A —Lg" .

Lemme 8.5.5— Soient m,n > 0 deux entiers. Tout morphisme u : L,, — L,, dans

L se factorise de maniére unique sous la forme u = i(p)3"

., 0l @ est un morphisme

de A, vers A, dans A, et k est un entier. De méme, tout morphisme u : A, — A,
admet une factorisation unique de la forme u = j(@)7F

>, ot @ est un morphisme de
A, vers A, dans A, et k est un entier, 0 < k < m.

Démonstration. — Cette propriété de factorisation des morphismes de L se traduit
via le foncteur de dualité D en disant que tout morphisme de L admet une factorisation
unique de la forme (3,*v, ol v est un morphisme de Ly, et k un entier, ce qui est
immédiat. La propriété analogue dans A s’en déduit aussitot. O

Corollaire 8.5.6 — Le foncteur j : A —= A est fidéle.

Proposition 8.5.7 — Les catégories L et A sont des catégories squelettiques pré-
réguliéres.

Démonstration. — Mis a part le fait que deux épimorphismes de L ou de A ayant les
mémes sections sont égaux, les propriétés a vérifier découlent immédiatement du fait
que A est une catégorie squelettique dont tous les monomorphismes admettent des
rétractions et du lemme 8.5.5. La propriété manquante résulte facilement du fait que
sip: Ly, —= L, est un épimorphisme de L, alors pour tout entier k, il existe une
section s de p telle que sp(k) = k. O

8.5.8 — Les propriétés des foncteurs i et 7 données par le lemme 8.5.5 se formalisent
comme suit.

Un foncteur entre petites catégories u : A —= B est un épaississement s’il vérifie
les conditions suivantes.

E1 Le foncteur u est surjectif sur les objets.
E2 Pour deux objets a et a’ de A, application

Autp(u(a)) x Homy(a,a’) —= Hompg(u(a),u(a’)) (1,0) —= u(p)T
est bijective.
La condition E2 implique que u est un foncteur fidele.

Proposition 8.5.9 — Tout épaississement est localement Wa, -asphérique.

Démonstration. — Soient u : A — B un épaississement, et ap un objet de A. Posons
bo = u(ag). On veut montrer que le foncteur

v:Alag —= B/by (a, ) —= (u(a),u(y))
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est oo-asphérique. Pour cela il suffit de montrer que le foncteur v admet un adjoint
a droite (3.3.8). Or on a mieux : le foncteur v est une équivalence de catégories. Il
résulte en effet de la fidélité de u que v est fidele. Montrons que v est plein. Soient
(a,p) et (a',¢") deux objets de A/ag, et o : (u(a),u(p)) — (u(a’),u(y")) une fleche
de B/bg. On a donc un triangle commutatif dans B de la forme ci-dessous.

u(a) ——F——u(a’
W\
bo

Il existe un couple (7,1), ot 7 est un automorphisme de u(a), et ¢ un morphisme de
a vers ' dans A, tel que o = u(¢))7. On obtient donc

u(e'P)T = u(¢’)o = ulyp) .
La condition E2 implique donc que 7 est lidentité de wu(a) et que ¢'vvp = ¢. Le
morphisme ¢ définit donc un morphisme de (a, ) vers (a’,¢’) dans A/ag qui est
envoyé sur o par v. Il reste donc a montrer que v est essentiellement surjectif. Soit
(b,%) un objet de B/by. Comme u est surjectif sur les objets, il existe un objet a de
A tel que b = u(a). D’autre part, il existe un automorphisme 7 de b dans B et un
morphisme ¢ de a vers ag tels que ¥ = u(p)7. Le morphisme 7 peut alors étre vu
comme un isomorphisme de (b, ) vers v(a, ¥). O

Proposition 8.5.10 — Soit u : A —= B un épaississement. On suppose que les co-
équivalences de préfaisceaur sur A sont stables par produits finis (ce qui est le cas par
exemple si A est une Wh,-catégorie test stricte). Pour qu’un morphisme de préfais-
ceaur sur B soit une co-équivalence, il faut et il suffit que son image par le foncteur
: B—= A soit une oo- équivalence. En particulier, les co-Equivalences de B sont
stables par produits finis, et le foncteur u est fortement Wi -localement constant.

Démonstration. — 11 suffit de démontrer qu'un morphisme de préfaisceaux sur B
est une oo-équivalence si et seulement si c’est une oo-équivalence locale. En effet, le
foncteur u étant localement co-asphérique (8.5.9), en vertu de [96, corollaire 1.2.10,
(b")], un morphisme de préfaisceaux sur B est une oo-équivalence locale, si et seule-
ment si son image par le foncteur u* est une oo-équivalence locale, ce qui permet
de conclure, puisque par hypothése, toutes les co-équivalences de préfaisceaux sur A
sont des oco-équivalences locales (la derniere assertion de la proposition est ensuite une
conséquence immédiate du théoreme 6.4.15). Il suffit méme de prouver que tout mor-
phisme entre préfaisceaux représentables sur B est une oco-équivalence locale. En effet,
cela équivaut a affirmer que pour tout préfaisceau X sur B, le foncteur B/X — B est
Wio-localement constant, ce qui implique par le théoréme 6.4.15 que pour tout pré-
faisceau X sur B, le foncteur Y —= X x Y respecte les co-équivalences. Comme tout
isomorphisme est une co-équivalence locale, la condition E2 du numéro 8.5.8 montre
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qu’il suffit de prouver que pour tout morphisme ¢ de A, le morphisme u(y) est une
oo-équivalence locale de préfaisceaux sur B, ce que nous allons accomplir & présent.
Soient ¢ : ag — a; un morphisme de A, et b un objet de B. On pose b. = u(ac)
pour € = 0,1. Pour e =0, 1, on a des carrés cartésiens de la forme ci-dessous.

Af(ae x u* (b)) — B/(be x b)

| |

Afa. ——— > BJb,

Comme A/a. — B/b. est oco-asphérique (8.5.9), et comme la projection de B/(b. xb)
sur B/b. est Wso-lisse (c’est une fibration a fibres discréetes), il résulte de la proposi-
tion 6.3.5 que le foncteur canonique

A/(ac x u* (b)) — B/(b: x 1)
est oo-asphérique. On obtient ainsi un carré commutatif

Af(ag x u*(b)) ——=A/(ar x u*(b))

l l

B/(bo x b) ———— B/(by x b)

dans lequel les deux fleches verticales sont des co-équivalences. Mais la fleche horizon-
tale supérieure est une oco-équivalence : cela résulte du fait que ¢ est une oco-équiva-
lence locale de préfaisceaux sur A. On a ainsi prouvé que le morphisme u(p) est une
oo-équivalence locale de préfaisceaux sur B. O

8.5.11 — On sait que pour un foncteur localement asphérique v : A — B, si B est
une catégorie test locale, alors il en est de méme de A; voir [96, corollaire 1.7.15].
Voici une réciproque partielle.

Proposition 8.5.12 — Soient W un localisateur fondamental et u : A —= B un fonc-
teur localement ‘W - aspherzque On suppose que u est surjectif sur les objets et que le
foncteur w :A—=B respecte les monomorphismes. Si A est une W-catégorie test
locale, alors B est une W-catégorie test locale.

Démonstration. — Comme le foncteur uy respecte les monomorphismes, le foncteur
u* respecte les fibrations triviales (c’est-a-dire les morphismes qui ont la propriété de
relévement & droite relativement aux monomorphismes). Or si A est une catégorie test
locale, les fibrations triviales de A sont des équivalences faibles locales. D’autre part,
comme u est surjectif sur les objets, il résulte de [96, corollaire 1.2.10, (')] que les
équivalences faibles locales de B sont les morphismes dont les images par le foncteur
u* sont des équivalences faibles locales de A. En particulier, toute fibration triviale
de B est une équivalence faible locale, et donc une équivalence faible. Il vient donc
par la proposition 4.1.18 que B est une catégorie test locale. O
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Théoréme 8.5.13— Soit u : A —= A un épaississement. On note comme de coutume
uy : A —= A Dextension de Kan d gauche de u. On suppose que le morphisme

U!(@Al) I U!(Al) = U(Al)

est un monomorphisme de préfaisceaur sur A. Alors A est une Who-catégorie test
locale, et les co-équivalences de préfaisceauz sur A sont les morphismes qui sont en-
voyes sur des co-équivalences d’ensembles simpliciauz par le foncteur image inverse

: A—= A. De plus, la catégorie des préfaisceaur sur A admet une structure de
categorze de modéles fermée propre et a engendrement cofibrant dont les équivalences
faibles sont les co-équivalences. Les cofibrations sont engendrées par les morphismes

w(04,) — w(4,) n>0,
et les cofibrations triviales sont engendrées par les morphismes

w(AF) —w(4A,) n>1,0<k<n.

2 alors la classe des cofibrations de cette

Si en outre A est une catégorie squelettique
structure de catégorie de modéles fermée coincide avec celle des monomorphismes

normaux.

Démonstration. — Le lemme 2.1.10 implique que le foncteur ) respecte les monomor-
pismes. Les propositions 8.5.9 et 8.5.12 impliquent ainsi que A est une Wjo-catégorie
test locale. D’autre part, en vertu de la proposition 8.5.10, un morphisme de A est une
oo-équivalence si et seulement si son image par le foncteur u* est une oo-équivalence de
A.La proposition 1.4.23 appliquée au couple de foncteurs adjoints (uy, u*) nous donne
la structure de catégorie de modeles fermée escomptée. La propreté résulte du fait que
A est une W,-catégorie test locale et du fait que que W, est un localisateur fonda-
mental propre (car en vertu de la proposition 4.4.30, cela implique que la catégorie des
préfaisceaux sur A admet une stucture de catégorie de modeles fermée propre dont les
cofibrations sont les monomorphismes, et les équivalences faibles, les co-équivalences),
et d’une double application du corollaire 1.5.21. Si on suppose qu’en outre A est une
catégorie squelettique, alors pour tout entier n > 0, en posant a = u(4,), on a un
isomorphisme canonique ui(0A,) ~ da. En effet, le foncteur uy respectant les mo-
nomorphismes, la fleche canonique v : u(04,) —= da est un monomorphisme. On
vérifie d’autre part grace au lemme 8.5.5 'égalité da = Upgi<n Imu(dY), ce qui im-
plique que v est un épimorphisme. La proposition 8.1.35 permet alors d’identifier les
cofibrations de la structure de catégorie de modeles fermée ci-dessus avec les mono-
morphismes normaux. O

8.5.14 — On vérifie sans difficutés que les foncteurs i : A —L et j : A — A
sont des épaississements vérifiant la condition du théoreme 8.5.13. Les catégories L

(2 Tous les monomorphismes de A admettant des rétractions, A est alors nécessairement une catégorie
squelettique préréguliere.
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et A sont donc des W -catégories test locales. Comme L et A sont des catégo-
ries squeletiques préréguliéres, on a sur les catégories des ensembles périodiques et
des ensembles cycliques des structures de catégorie de modeles fermée propre et a
engendrement cofibrant dont les équivalences faibles sont les co-équivalences, et les
cofibrations, les monomorphismes normaux. Ces structures de catégories de modeles
fermées sont celles construites par Dwyer, Hopkins et Kan dans [49]. Les foncteurs i
et j sont aussi des exemples de foncteurs Wyo-excellents (6.3.41).

Proposition 8.5.15— Le foncteur i : A — L est co-asphérique. En particulier, la
catégorie des simplexes périodiques L est une Wh,-catégorie test.

Démonstration. — Montrons que I'ensemble simplicial X = i*(L,,) est co-asphérique
pour m > 0. Si a et b sont deux entiers vérifiant b — a > m, on note X[ le sous-
ensemble simplicial de X dont les n-simplexes sont les éléments u de L(n,m) tels
que a < u(0) et u(n) < b. On remarque que lorsque b — a = m, X% ~ A, est

a,b+1]

Aq-contractile. II suffit donc de prouver que linclusion z : X[ — X! est un

rétracte par déformation fort. On définit une rétraction r : X+l — xlaobl de 2

en associant & tout élément u de X\*™ 'élément r(u) de L(n,m) défini par

~ Ju(k) siu(k) <0,
rw)k) = {b siu(k) =b+1,

pour 0 < k& < n. On définit un morphisme

h: Ay x XabH] o xlab+l]
en associant a tout morphisme y : A, — A; et a tout élément u de X,[{l’bﬂ] r
h(x,u) de L(n,m) défini par

élément

r(u)(k) six(k) =0,
ulk) siv(k) =1,

pour 0 < k < n. Le morphisme h est une homotopie de zr vers 'identité de X [*0+1 s
[a,b]

h(x, u)(k) = {

bien que r et h font de x un rétracte par déformation fort. On en déduit que X est
Aq-contractile pour tous a < b. Les co-équivalences étant stables par limites inductives
filtrantes, et vu que X est la réunion filtrante de ses sous-objets de la forme X[ cela
prouve que X est oo-asphérique. Le foncteur ¢ est donc oo-asphérique. La catégorie A
étant co-asphérique, il en résulte que L est co-asphérique. Vu que 'on sait déja que L
est une W,.-catégorie test locale, cela prouve que L est une W, -catégorie test. O

Corollaire 8.5.16 — Le foncteur i : A —= L est une équivalence de Quillen a gauche.

8.5.17 — 1l résulte formellement du corollaire 4.4.20 et de la proposition 4.4.28 que
le foncteur

Njy,:A—A/NA , X+ (NA/X,NA/X — NA)

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2006



358 CHAPITRE 8. EXEMPLES DE CATEGORIES TEST LOCALES

est une équivalence de Quillen. On peut calculer facilement le type d’homotopie de la
catégorie A comme suit (nous renvoyouns le lecteur & [64, 99| pour la notion d’espace
d’Eilenberg-MacLane).

Lemme 8.5.18 — La projection 7w : L — A est a la fois une fibration et une cofibra-
tion. En particulier, ce foncteur est Wa-propre et Wy -lisse, ce qui implique qu’il est
une Wao-fibration faible. En outre, pour tout entier n > 0, la fibre de ™ en A, est
isomorphe au groupe abélien Z (vu comme une catégorie avec un unique objet).

Démonstration. — 1l résulte aussitét du lemme 8.5.5 que tout morphisme de L est
cartésien (relativement & 7). Comme 7 est surjectif sur les objets et plein, cela prouve
que 7 est une fibration (cf. 3.3.10). Etant donné que 7 est isomorphe & 7% par les
foncteurs de dualité D (cf. 8.5.3), cela implique que 7 est aussi une cofibration. On
en déduit donc que 7 est propre et lisse (cf. 5.3.2), ce qui implique que 7 est une
W.-fibration faible en vertu des corollaires 6.4.8 et 6.4.16. Soit n > 0 un entier. Le
foncteur 7 étant par construction bijectif sur les objets, il est clair que la fibre L, de
m au-dessus de A,, n’a qu’un objet, & savoir L,,. Les endomorphismes de L,, qui sont
envoyés sur 'identité de A,, sont les automorphismes de la forme ﬁ,’i(nﬂ), keZ. Le
foncteur Z —= Ly, défini par 1 —= 377! est donc un isomorphisme. O

Proposition 8.5.19Connes[38]). — Le nerf de A est un espace d’Eilenberg-MacLane
de type K(Z,2).

Démonstration. — 1l résulte du lemme précédent qu’en prenant la fibre de 7 au-dessus
de Ag, on a un carré homotopiquement cartésien d’ensembles simpliciaux de la forme
suivante.
NZ—NL
l l N
Ao —A> NA
0

Vu que la catégorie L est co-asphérique, cela implique que N 7Z a le type d’homotopie
de l'espace des lacets de N A. Comme N 7Z est un espace d’Eilenberg-MacLane de
type K(Z,1), cela implique que N A est un espace d’Eilenberg-MacLane de type
K(Z,2). O

Remarque 8.5.20— On définit le cercle simplicial S par le carré cocartésien suivant
dans la catégorie des ensembles simpliciaux.

8A1 e Al

|

Ay ——= 51
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Soit @ : Ay —= Ag le morphisme de A défini par a = j(p1)71, ol p, désigne I'unique
morphisme de A, vers Ag dans A (n > 0). Cela définit un morphisme d’ensembles
simpliciaux A; — j*Ag, et comme j*Ag n’a qu’un seul O-simplexe, cela détermine
un morphisme
a: St — j*Ag .

On peut vérifier que a est un isomorphisme comme suit. Soit n > 0. On désigne
par I, ’ensemble des applications croissantes f : A, —= A; telles que f(0) # 1,
et on vérifie que I'application évidente de I, vers (S'),, = Homz(A,,S") est bijec-
tive. L application «;, correspond alors & 'application de I,, dans (j*Ag), qui envoie
f sur j(p,)T" %, ot k = max f~1(0). La bijectivité de cette application résulte du
lemme 8.5.5 et du fait trivial qu’un élément f de I,, est totalement déterminé par ’en-
tier max f~1(0). Ce calcul fournit une alternative a la preuve de la proposition 8.5.19
(ou bien est une démonstration amusante du fait que le cercle simplicial est un espace
d’Eilenberg-MacLane de type K(Z,1)).

8.5.21 — Le lemme 8.5.18 implique que L est une gerbe abélienne sur A de fibre
constante Z. Elle n’est pas neutre, car sinon on aurait un isomorphisme A X 7Z ~
L, ce qui serait en contradiction avec I’asphéricité de L. D’autre part, il résulte de
la proposition 8.5.19 et du théoreme de Hurewicz [64, chap. III, théoreme 3.7] que
H?*(N A,7Z) = Z. Or d’aprés Giraud [62], la gerbe L donne lieu & un 2-cocycle de
Cech et donc & un élément de H 2(N A,7), lequel est non trivial puisque la gerbe
L n’est pas neutre(® . L’asphéricité de L implique que ce 2-cocycle donne en fait un
générateur de H?(N A, 7Z), ce qui s’interprete simplicialement comme suit.

Notons K(Z,1) le groupe simplicial dont ’ensemble simplicial sous-jacent est le
nerf de Z vu comme une catégorie avec un seul objet. Pour chaque entier n > 0, on
a donc K(Z,1), = 7", et la loi de groupe de K(Z,1) est définie simplement par la
structure de groupe produit sur Z". Autrement dit, Z est une catégorie monoidale
symétrique dont le produit tensoriel est défini sur les fleches par m®n = m+n, et la
structure de groupe de K(Z, 1) provient de cette structure monoidale. On définit une
action de K(Z,1) sur N L de la maniere suivante. Il s’agit de définir un morphisme
de monoides simpliciaux

K(7,1) — Hom(NL,NL) .

Comme Hom(N L, N L) = N Hom(L, L), cela revient en vertu de la pleine fidélité du
foncteur nerf & définir un foncteur monoidal (strict)

7 — Hom(L,L) .

(3)Du point de vue de [62], on considére plutdt la cohomologie du topos A & coefficients dans 7.,
mais cela donne la méme chose que de considérer la cohomologie du nerf de A ; voir par exemple [60,
appendice 1I] ou [103].
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On définit un tel foncteur en envoyant 'unique objet de Z sur l'identité de L et en
envoyant 1 € Z sur 'automorphisme 8 de 1p, défini par 8z, = 371, Plus explicite-
ment, pour n > 1, un n-simplexe (kq,...,k,) de K(Z,1) agit sur un n-simplexe de
N L de la forme

(‘Pla sy Pn) € L(mOaml) X X L(mn—lamn)

par la formule

(ko k) (01, oy ipn) = (B mA Dy gl mat Dy

Il résulte immédiatement de la définition de la relation de Z-équivalence sur les mor-
phismes de L (8.5.1) et du lemme 8.5.5 que le morphisme N 7 fait de N L un K(Z,1)-
torseur sur N A. On obtient ainsi un foncteur

(8.5.21.1) ®: A — Rep(K(Z,1))
défini par les carrés cartésiens de la forme ci-dessous.

®(X)——= NL

| LNW

NA/X —=NA

D’apres le lemme 3.2.7, pour tout ensemble cyclique X, on a un isomorphisme cano-
nique d’ensembles simpliciaux (en oubliant 'action de K(Z,1) sur ®(X))

(8.5.21.2) (X))~ NL/7*(X) .

Il en résulte par le corollaire 3.2.10 que le foncteur ® commute aux limites inductives.
D’autre part, le foncteur ¢ : A — L étant asphérique, on a une équivalence faible
naturelle de N A/j*X vers NL/7n*X, et en vertu de 4.3.16, on a une équivalence
faible naturelle de N A/j*X vers j*X.

Théoréme 8.5.22— Le foncteur ® : A —> Rep(K(Z, 1)) respecte les co-équivalences
et envoie les monomorphismes sur des cofibrations locales. Il est en outre une équiva-
lence de Quillen a gauche.

Démonstration. — Le foncteur ® envoie les ensembles cycliques sur des K (Z, 1)-tor-
seurs sur leurs quotients (par définition) et respecte les monomorphismes. Il en ré-
sulte que ce foncteur envoie les monomorphismes sur des cofibrations locales (8.1.38).
Le foncteur N ¢, respecte les oo-équivalences. Par conséquent, il résulte du corol-
laire 7.2.8 que le foncteur ® respecte les co-équivalences. Il reste donc a démontrer
qu’il induit une équivalence de catégories entre les catégories homotopiques de A
et de Rep(K(Z,1)). En vertu de la proposition 7.3.8 et du corollaire 7.3.12, les co-
équivalences de la catégorie des représentations de K (Z,1) sont les morphismes qui
sont des oo-équivalences simpliciales apres oubli de laction de K (Z,1). Le nerf de L
étant asphérique (8.5.15) et W, étant un localisateur fondamental propre, on voit
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donc qu’en posant FK(Z,1) = NL et BK(Z,1) = N A, le nerf de A est un espace
classifiant de K(Z,1) au sens défini dans le scholie 7.2.15. Le foncteur ® est donc le
composé du foncteur N j, et du foncteur de monodromie

Mon: A/ N A = A/BK(7,1) — Rep(K(7,1)) .
Cela achéve la démonstration en vertu de 8.5.17 et du scholie 7.2.15. O

Remarque 8.5.23— On peut définir la réalisation topologique d’un ensemble cyclique
(resp. périodique) X comme la réalisation topologique de I’ensemble simplicial j*X
(resp. i*X). La réalisation de A,, (resp. de L,,) est homéomorphe au produit de la
réalisation de A,, et du cercle topologique S! (resp. et de la droite réelle R) ; voir [40].
En général, la réalisation topologique d’un ensemble cyclique (resp. périodique) X est
canoniquement munie d'une action continue du groupe de Lie S* (resp. R). On peut
ainsi obtenir une équivalence de Quillen des ensembles cycliques (resp. périodiques)
vers les représentations continues de S! (resp. de R).
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CHAPITRE 9

EXEMPLES DE LOCALISATEURS FONDAMENTAUX

9.1. Troncations de Postnikov et cosquelettes

9.1.1 — Soit n > —1 un entier. On désigne par Ag, la sous-catégorie pleine de A
dont les objets sont les simplexes A,,, m < n, 4, désignant I'inclusion canonique de
Ag, dans A. On obtient de la sorte un triplet de foncteurs adjoints (¢

i, ip,), OU

*
n!y “no

PN —~
iy * A — Agn
est le foncteur image inverse associé a 7,,. Le n-eme foncteur squelette,

SE™: A —= A

)

est défini par la formule Sk™ = i, 4}, et le n-éme foncteur cosquelette,

Cosk™ : A — A

)

par la formule Cosk™ =1, 4. On a en outre deux morphismes d’adjonction

n
e": k" — 13 et n":13x — Cosk™ .

Ces derniers induisent des isomorphismes apres application du foncteur ¢, puisque
sont pleinement fideles. Il est d’autre part immédiat que le
n-eme foncteur squelette est un adjoint a gauche du n-eme foncteur cosquelette.

On remarque qu’en vertu de la proposition 8.1.29, la notation Sk™ ci-dessus est
compatible avec la notation introduite au numéro 8.1.17 si on considere la catégorie
A munie de sa structure canonique de catégorie squelettique (voir I’exemple 8.1.4).

les foncteurs i7,,, et 7,

Proposition 9.1.2 — Soit X un complexe de Kan. Pour tout n, —1 < n, l’ensemble
simplicial Cosk™ X est un complexe de Kan.
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Démonstration. — Soient ¢ > 1 et 1 < k < ¢ des entiers, et v un morphisme de /1’qc
vers Cosk™ X. Si ¢ < m+ 1, alors Sk™ A’; = A’;, et donc on a une factorisation de u
de la forme .
A s x P Cosk™ X
u
Comme X est un complexe de Kan, v se complete en un morphisme de A, vers X, et
donc il en est de méme de u. Si ¢ > n + 1, alors Sk" A’; = Sk™ Aq, et donc v admet
une (unique) complétion en un ¢-simplexe de Cosk™ X. o

Proposition 9.1.3 — Soient X un complexe de Kan, x un 0-simplexe de X, et n > 1
un entier. Pour tout entier i > n, le groupe d’homotopie m;(Cosk™ X, x) est trivial, et
pour tout entier i, 0 < ¢ < n — 1, le morphisme 0% induit un isomorphisme

(X, x) —= m;(Cosk™ X, ) .

Démonstration. — Lorsque (X, ) est un complexe de Kan pointé, m; (X, z) est 'en-
semble des classes d’homotopie pointée de morphismes pointés d’une i-spheére (poin-
tée) S® vers (X, z). Dans la catégorie des ensembles simpliciaux, le bord A, 1 de A; 41
a le type d’homotopie d’une i-sphere. Or pour ¢ > n, on a les égalités

Sk™ DA 1 = Sk™ Sk Ajyq = Sk™ Agyq .
Par conséquent, tout morphisme de 9A;, 1 vers Cosk™ X se factorise par un ensemble

simplicial contractile, ce qui implique la premiere assertion. Si ¢ < n, on a les identi-
fications

Sk™ aAH_l = GAZ-H et Sk”(&AiH X Al) = GAZ-H X Al .

Comme 'adjonction entre Sk™ et Cosk™ respecte les points bases éventuels, on en
déduit facilement la seconde et derniére assertion. O

9.2. Types d’homotopie tronqués
Dans la suite de cette section, on fixe un entier n > —2.

9.2.1 — On note W), le plus petit localisateur fondamental tel que la catégorie
A/OA, 1o soit asphérique. Il résulte du corollaire 4.3.28 que W, est un localisateur
fondamental propre (et donc en particulier accessible). On parlera de n-équivalences,
de foncteurs n-asphériques, etc., au lieu de W),-équivalences, de foncteurs W),-
asphériques, etc. On remarque qu’il résulte aussitot de 3.3.6 que W o est le
localisateur fondamental trivial formé de toutes les fleches de Cat. De méme, 3.3.6
implique que W_; est le localisateur grossier non trivial W), (voir exemple 3.3.5).
Vu que la catégorie des simplexes A est une W,.-catégorie test, elle est aussi une
W,,-catégorie test. Le théoréme 4.2.15 et la remarque qui le suit permettent une des-
cription explicite des n-équivalences dans A il s’agit du plus petit A-localisateur
test (i.e. en l'occurrence contenant les projections A, x A; — Ay, pour ¢ > 0)
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tel que linclusion 04,19 —= A, 42 soit une équivalence faible (car A, ;o est Ap-
contractile). Si on note A; la donnée homotopique élémentaire sur A définie par le
segment Aq, la classe des n-équivalences peut donc étre caractérisée comme la classe
des équivalences faibles de la structure de catégorie de modeles fermée associée a la
donnée homotopique sur A

(A1, {0An12 —= Apia})) -

On appellera n-extensions anodines les extensions anodines définies par cette donnée
homotopique, et objets n-fibrants les objets fibrants au sens de cette structure. Un
ensemble simplicial X est donc n-fibrant si et seulement si la fleche de X vers 'objet
final de A vérifie la propriété de relevement a droite relativement aux n-extensions
anodines (voir la proposition 1.3.36).

Lemme 9.2.2 — La catégorie Agny1 est une catégorie squelettique réguliere.
En outre, pour 0 < m < n+ 1, on a une identification canonique dans A :
int1,04m = 0Ay,. En particulier, le foncteur i, ,, respecte les monomorphismes.

Démonstration. — La structure de catégorie squelettique sur A¢,41 est induite de
celle de A (8.2.5) de maniere évidente. On en déduit immédiatement ’assertion. [

9.2.3 — Pour chaque m, 0 < m < n+1, on a un foncteur évident de Ag,41/A,, vers
A/A,,, et comme les foncteurs ¢ A, €6 ia commutent aux petites limites inductives
(3.2.13), cela définit un morphisme de foncteurs

ZAgn+1 n+11 *

Lemme 9.2.4 — Pour tout localisateur fondamental W, le morphisme de foncteurs
ci-dessus est une W-équivalence. En particulier, un morphisme de préfaisceauz sur
Agnt1 est une W-équivalence si et seulement si son image par le foncteur Ipt1y €N

est une dans A.

Démonstration. — Comme l'inclusion canonique de A dans Cat est un ‘W-foncteur
test (4.1.29), une fleche de Cat est une W-équivalence si et seulement si son image dans
A par le foncteur nerf en est une. Il suffit donc de montrer que pour tout préfaisceau
X sur Agpy1, le morphisme d’ensembles simpliciaux

NZA<n+1X NZA Zn-i-l!X

est une W-équivalence dans A. Lorsque X est représentable, la source et le but
sont contractiles, ce qui rend l’assertion évidente. Le cas général résulte donc du
lemme 8.2.14 (qu’on peut appliquer ici grace au corollaire 3.2.10 et au lemme 9.2.2).

O

Lemme 9.2.5— Pour tout entier m = n + 2, l'inclusion canonique
0A,, — A,

est une n-équivalence dans A.
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Démonstration. — On procede par récurrence sur m. Lorsque m = n + 2, ’assertion
est vérifiée par définition des n-équivalences. Soit m > n + 2, et supposons ’assertion
démontrée pour m—1. On remarque qu’on a un carré cocartésien de la forme ci-dessous

0Ap—1 — AT

|

Amfl 6—m> aAm ’

dont toutes les fleches sont des monomorphismes. Les ensembles simpliciaux 04,,_1,
A1 et AT étant n-asphériques, il résulte de [96, proposition 1.1.27] qu’il en est de
méme de 0A,,. O

Proposition 9.2.6 — Pour tout entier m > n + 1, le morphisme de foncteurs

b 1y = SE™ —> 13

est une n-équivalence.

Démonstration. — Comme l'identité de A est la réunion des foncteurs Sk™ et comme
les n-équivalences sont stables par compositions dénombrables, il suffit de montrer que
pour m > n+ 1, les inclusions Sk™ — Sk™*! sont des n-équivalences. Or en vertu
du lemme 8.1.34, pour tout ensemble simplicial X, on a un carré cocartésien de la

forme
HOAm 41— SE™ X
HAm+1 I Skm""l X )
et donc le lemme précédent implique I'assertion. O

Corollaire 9.2.7 — La catégorie Agni1 est une W, -catégorie test stricte, le fonc-
teur i, 1 1 Agny1 —= A est n-asphérique, et les deuz couples de foncteurs adjoints
(1415 ng1,) €t (iny1y,ing1) sont des équivalences de Quillen (pour les structures de
catégorie de modéles fermée sur A et sur Ag,41 associées aux n-équivalences). En
outre, les foncteurs i, q,, in4q €t i,,1, respectent les n-équivalences, et les mor-
phismes d’adjonction sont des n-équivalences.

Démonstration. — Montrons que 'inclusion 4, ; est un foncteur n-asphérique. Soit
A,, un objet de A. En vertu du lemme 9.2.4, on a une n-équivalence dans Cat :

Acni1/Am = Acny1 /i 14m — A/in+1! iy 1Dy = A/ SE"L A,

Or la proposition 9.2.6 implique que le but de celle-ci est n-asphérique, ce qui prouve
I’assertion.
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Comme le foncteur 7,, , | est n-asphérique et pleinement fidele, on s’apergoit aussitot
qu’il est localement n-asphérique. Comme A est une W), -catégorie test stricte et il
résulte de [96, corollaire 1.7.15] que A, 41 est une W,-catégorie test stricte.

La premiere équivalence de Quillen résulte de la proposition 4.2.24. La seconde est
justifiée par les lemmes 9.2.2 et 9.2.4. La derniére assertion est conséquence immédiate
de la n-asphéricité de 4,, , 1, de la proposition 4.2.23, et de la pleine fidélité des foncteurs
Ity €0 Tpgq, - (]

Remarque 9.2.8— 1l résulte aussitot de ce corollaire que le couple de foncteurs
(43 4159,41,) est une adjonction de Quillen de la structure de catégorie de modeles

fermée sur A correspondant aux oco-équivalences vers celle sur A, 41 correspondant
aux n-équivalences. En outre, le foncteur dérivé a droite

Rin-‘,—l* : }[WnAgn-i-l —— _{]'[,WOOA

est pleinement fidele : en effet, il suffit de vérifier que si X est un objet n-fibrant de
Egn_l,_l (i.e. fibrant au sens de W),), le morphisme i}, ,;4,,; X — X est une n-é-
quivalence, et comme 4, est pleinement fidele, c’est un isomorphisme. Autrement
dit, le foncteur

i;-‘,—l . }[‘Wwﬁ ] }[WnﬁgnJrl
fournit une description explicite de la localisation Hot,, de Hot_, par les n-équiva-
lences.

Corollaire 9.2.9 — Pour tout m > n+1, la catégorie A<, est une W, -catégorie test
stricte, et linclusion i, : A¢pym — A est un foncteur n-asphérique.

Démonstration. — Le lemme 9.2.5 implique que pour m > n + 1, on a l'inclusion
Wr_1 C W, ce qui prouve lassertion en vertu du corollaire 9.2.7. o

Corollaire 9.2.10 — Un morphisme de Egn_l,_l est une n-fibration si et seulement si

~

son image par i, est une n-fibration de A.

Démonstration. — Comme en vertu du corollaire 9.2.7 les foncteurs 4,, , 1, et i, | sont
des foncteurs de Quillen & gauche (pour les structures de catégorie de modeles fermée
associées aux n-équivalences), et comme i,, ., est pleinement fidele, les n-cofibrations
triviales de Ag, 41 sont exactement les fleches de la forme i}, K — iy | L, pour
K — L n-cofibration triviale de A. L’assertion résulte donc d'un argument standard
d’adjonction. O

Lemme 9.2.11— Un complexe de Kan X est n-fibrant si et seulement si l'unique
fleche de X wers l’ensemble simplicial final vérifie la propriété de relevement a droite
relativement auz inclusions du type

A X AnyoUAm X 0t —= Ay X Apia, m=0.
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Démonstration. — En vertu du corollaire 1.1.8, ou de [74, lemme 4.2.4], si X vérifie
cette propriété, alors pour tout monomorphisme K — L dans A, la fleche X — Ag
vérifie la propriété de relevement a droite relativement a I’inclusion

KXAn+2ULX6An+2—>LXAn+2 .

La construction de l'ensemble générateur des n-extensions anodines (voir le numé-
ro 1.3.12) implique alors que X —= A( vérifie la propriété de relevement & droite
relativement a tout élément d’icelui. Par conséquent, X — Aq vérifie la propriété
de relevement a droite relativement a toute n-extension anodine, ce qui montre bien
que X est n-fibrant (1.3.36). Pour montrer la réciproque, il suffit de montrer que
les inclusions invoquées dans 1’énoncé sont des n-équivalences. Or comme A est une
catégorie test stricte, les n-équivalences sont stables par produits finis dans A. Par
conséquent, si K — L est un monomorphisme, on a un carré cartésien de la forme

K x 8An+2 — L x aAnJrZ

l l

KXAn+2—>LXAn+2 ’

dont toutes les fleches sont des monomorphismes, et dont les fleches verticales sont
des n-équivalences. Les n-cofibrations triviales étant stables par images directes, on
en déduit que le morphisme canonique de L X 0A, 19 vers K X Ao UL X 0A, 49 est
une n-équivalence, et donc le triangle commutatif

L x 8An+2 K x An+2 UL x 8An+2

\/

L x An+2

permet de conclure. O

Lemme 9.2.12— Soient m > —1 un entier, et j : K — L un morphisme d’en-
sembles simpliciauz tels que le morphisme induit i},7 : 17, K — iy, L soit un isomor-
phisme. Alors pour tout préfaisceau X sur Ag,, Uunique fleche i,, X —= Aq vérifie
la propriété de relévement a droite relativement a j.

Démonstration. — Vu que toute fleche vérifie la propriété de relevement a droite
relativement & tout isomorphisme, cela résulte du fait que le foncteur %,,, est un

adjoint a droite du foncteur ¢7,. O

Proposition 9.2.13 — Un préfaisceau sur Ag¢py1 est n-fibrant si et seulement si son
image par le foncteur i, _ est un compleze de Kan.
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Démonstration. — Si X est un préfaisceau n-fibrant sur Ag, 41, alors 4, ., X est
n-fibrant dans A (9.2.7), et donc est un complexe de Kan. On remarque que pour
m 2> 0, I'image de l'inclusion

0A X Apyo UA,, X 0Ap 0 —= Ay X Apio

par le foncteur iy, est un isomorphisme : comme le foncteur iy ,; commute aux
images directes, cela résulte du fait que c’est le cas pour les inclusions de la forme

K x0Anio —=Kx Apis , KeObA.
La réciproque résulte donc du corollaire 9.2.10 et des lemmes 9.2.11 et 9.2.12. O

Corollaire 9.2.14 — Pour tout compleze de Kan X, Cosk™ ™ X est n-fibrant.
Démonstration. — Cela résulte des propositions 9.1.2 et 9.2.13. O

Corollaire 9.2.15 — On suppose ici que n > 0. Un morphisme d’ensembles simpli-
ciaur u : X —= Y est une n-équivalence si et seulement si les deux conditions sui-
vantes sont vérifices.

1) Le morphisme u induit une bijection
mo(X) —= mo(Y) .

2) Pour tout x € Xy, et tout entier i, 1 < ¢ < n, u induit un isomorphisme de

groupes
(X, 2) —= mi (Y, u(z)) .

Démonstration. — Quitte & remplacer u par exemple par Ez°° u, on peut supposer

que X et Y sont des complexes de Kan. Or le corollaire 9.2.7 implique aussitot que u

kn—i—l kn+1

est une n-équivalence si et seulement si Cos u en est une. Comme Cos U est

un morphisme entre ensembles simpliciaux n-fibrants (9.2.14), c’est une équivalence
d’homotopie, ou encore, de maniére équivalente (les objets n-fibrants de A étant en
particulier des complexes de Kan), si et seulement si c’est une oo-équivalence. Le
corollaire résulte donc de la proposition 9.1.3 et de la caractérisation analogue des

oo-équivalences (corollaire 2.2.13). O
Corollaire 9.2.16 — On a l’égalité Ws = Np>0W,,.

Proposition 9.2.17 — Soit ‘W un localisateur fondamental. Les assertions suivantes
sont équivalentes.
(a) La catégorie AJOA, 1o est W-asphérique.
b) Toute n-équivalence est une W-équivalence.
c) Le foncteur i, ; : Agny1 —= A est W-asphérique.
d) La catégorie Agny1 est une W-catégorie test stricte.
d") La catégorie A, 41 est une W-catégorie test.

A~ N N

En particulier, ‘W, est le plus petit localisateur fondamental modelable par Agpiq.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2006



370 CHAPITRE 9. EXEMPLES DE LOCALISATEURS FONDAMENTAUX

Démonstration. — L’équivalence entre (a) et (b) est triviale. Le corollaire 9.2.7
montre que (b) implique (¢), et que (b) implique (d). Le lemme 9.2.4 permet quant
a lui de s’assurer que (c¢) implique (a). Comme Uimplication (d) = (d’) est triviale,
il reste donc & montrer que (d’) implique (a), ce qui revient encore & montrer la
derniere assertion.

Soit W le plus petit localisateur fondamental modelable par A, 1. Le corol-
laire 9.2.7 implique que ‘W C W, et en vertu du théoreéme 4.2.15, ‘W est un localisa-
teur fondamental accessible. Le couple (i,, ;1,1 1) définit une équivalence de Quillen
de A<n+1 vers A pour les structures de catégorie de modeles fermée associées aux
W-équivalences : les lemmes 9.2.2 et 9.2.4 montrent qu’il définit une adjonction de
Quillen, que le foncteur i, , respecte les W-équivalences, et que le triangle suivant
est commutatif a isomorphisme de foncteurs pres

N ipy1, =iy, -
}[wAgnH }[WA
Hot,, ;

les deux foncteurs obliques étant des équivalences de catégories, il en est donc de méme
de I’horizontal. Soit X un préfaisceau n-asphérique sur A¢,4+1. On va montrer que X
est W- asphérique. Considérons j : 4, X — X " une W-équivalence de but W-fib-
rant dans A. Le morphisme 4} ;j est donc une W-équivalence (c’est le morphisme
d’adjonction de X vers Riy, 4 Li, 1,X). Or la fleche j est en particulier une n-équi-
valence, et X’ un complexe de Kan. Par conséquent, en vertu du corollaire 9.2.14,
C'osk“Jrl X' est un ensemble simplicial n-fibrant, isomorphe dans #,,, A a in +1,X
La forte saturation de W, implique donc que Cosk"+1 X' est un obJet mJectlf de A.
Comme le foncteur i, 1, respecte les monomorphlsmes, (e Cosk™ ™ X’ est un objet
injectif (et par suite W-asphérique) de A<n+1 Or on a un isomorphisme canonique
de i}, Cosk™ ™ X' vers in 1 X', ce qui prouve bien que X est W-asphérique. En
particulier, i ., A, o est W-asphérique, et le lemme 9.2.4 implique que

n+1 . .
Sk An+2 = ’Ln+1!2:7,+1An+2 = aAnJ’_Q
est W-asphérique, ce qui achéve la démonstration. O

Scholie 9.2.18 — Soit n > 0. On appelle n-équivalence forte un morphisme d’en-
sembles simpliciaux u : X —= Y tel que :

1) le morphisme u induit une bijection
mo(X) —=mo(Y) ;

2) pour tout = € Xy, et tout entier ¢, 1 < ¢ < n, v induit un isomorphisme de
groupes
(X, 2) —= m(Y,u(z)) ;
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3) pour tout z € Xy, le morphisme
Tn41(X, 2) —= mTnp1 (Y u()) |

induit par u, est surjectif;

(les conditions (2) et (3) exprimant que les fibres homotopiques de u (au sens Wa,)
sont n-asphériques). On vérifie que si X ——= Y —= Z sont deux morphismes com-
posables d’ensembles simpliciaux, et si u et v (resp. vu et u) sont des n-équivalences
fortes, alors il en est de méme de vu (resp. de v). Cependant, il est faux en général que
si vu et v sont des m-équivalences fortes, u en est une. La classe des n-équivalences
est en fait la plus petite classe de fleches de A satisfaisant a ’axiome du « deux sur

trois » (L1) et contenant les n-équivalences fortes. En effet, si u : X —= Y est une
n-équivalence, on a un carré commutatif

X — Cosk™ ! Ex>® X

“l l Cosk™ ! Ez>=u

Y — Cosk™ ' Ez>®Y ’

dont les fleches horizontales sont des n-équivalences fortes (en vertu de la proposi-
tion 9.1.3). Or Cosk™ ™! Ez® u est une n-équivalence entre objets n-fibrants (9.2.7,
9.2.14), et par suite, est une oo-équivalence (1.6.5, (v)). Toute co-équivalence étant
une n-équivalence forte, cela prouve bien I'assertion.

9.3. Localisateurs fondamentaux triviaux

9.3.1 — Un localisateur fondamental W est géométrique si toute W-équivalence in-
duit un isomorphisme apres application du foncteur 7y (i.e. 8’il est contenu dans Wj).
Le but de ce paragraphe est de montrer qu’une telle hypothese est anodine, i.e. de
démontrer I’énoncé suivant.

Proposition 9.3.2 — Les seuls localisateurs fondamentaux qui ne sont pas géomé-
triques sont les localisateurs fondamentauz grossiers.

Remarque 9.3.3— On rappelle qu'un localisateur fondamental est grossier si et seule-

ment sil contient W_, = W, ,

sont W, et F1Cat (cf. 3.3.5).

et que les seuls localisateurs fondamentaux grossiers

9.3.4 — On fixe & présent un localisateur fondamental non géométrique W, puis on se
place dans la catégorie des ensembles simpliciaux. Dans ce qui suit, on identifiera par
le foncteur pleinement fidele pj : Ens — 3, un ensemble E a 'ensemble simplicial
constant pi (F) = HpAg. En particulier, pour tout ensemble simplicial X, on a un
épimorphisme X — 7y(X), fonctoriel en X, défini par le morphisme d’adjonction
correspondant au couple de foncteurs adjoints (7o, p} ) (cf. 2.2.1).
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Lemme 9.3.5— Si ‘W n’est pas grossier, il existe une W-équivalence d’ensembles
simpliciauz v : X —=Y telle que X et 'Y soient non vides, Y soit 0-asphérique, et
X ne soit pas 0-asphérique.

Démonstration. — Comme W n’est pas contenu dans W), il existe une W-
équivalence v : X —= Y qui n’est pas une 0-équivalence. Cela implique en particulier
que Y n’est pas vide. On peut écrire Y = Il;¢;Y;, ou chaque Y; est un ensemble
simplicial 0-connexe. On obtient donc des morphismes

w: X, =u Y, —Y; |, icl.

Montrons que X est non vide. Si X était vide, alors le choix d’un point de Y ferait
de l'inclusion de ’ensemble simplicial vide dans ’ensemble simplicial final un rétracte
de u, et donc cela impliquerait que @ = 04 serait W-asphérique, et on aurait donc
Pégalité W = Fl(Cat, ce qui est contraire a ’hypothese que W n’est pas grossier. Il
existe donc un élément 7 de I tel que X; soit non vide, et on vérifie aussitot que le
morphisme u; est alors un rétracte de u, ce qui en fait une ‘W-équivalence. Montrons
qu’il existe un i tel que X; ne soit pas 0-connexe tout en étant non vide. Si ce n’était
pas le cas, lapplication mg(u) : mo(X) — mo(Y") serait injective et un rétracte de w.
Comme 7p(u) n’est pas une bijection, en choisissant une composante connexe de X
et une composante connexe de Y n’appartenant pas a l'image de m(u), on exhiberait
une inclusion de la forme Ay — 9A; qui serait un rétracte de mo(u). Mais cela
impliquerait que W_1 C W, ce qui est contraire & I’hypothése. O

Lemme 9.3.6 — Si W n’est pas grossier, il existe un ensemble E ayant au moins deux

éléments, un complexe de Kan 0-asphérique K, et une W-équivalence de la forme
j:E=1lgldAy — K .

Démonstration. — Soit u : X —= Y une W-équivalence vérifiant les conditions énon-

cées dans le lemme 9.3.5. Quitte a la factoriser en une cofibration suivie d’une fibration
triviale, on peut supposer que u est un monomorphisme. On pose E = m(X), et on

|

E—U>Z

forme le carré cocartésien suivant.

u
—_—

Alors v est une W-cofibration triviale, et comme u est une cofibration, et X — E
une 0-équivalence, la fleche Y —= Z est encore une 0-équivalence, et par suite Z est
0-asphérique. Pour conclure, on choisit une co-équivalence de but un complexe de Kan
f:Z — K, et on pose j = fuv. O

Démonstration de la proposition 9.3.2. — Soit W un localisateur fondamental qui
n’est pas géométrique. Supposons qu’il ne soit pas grossier. Alors il existe une

ASTERISQUE 308



9.4. HOMOLOGIES, TORSIONS ET IMPROPRETES 373

W-équivalence d’ensembles simpliciaux j : E — K, vérifiant les conditions du
lemme 9.3.6. On a alors les bijections suivantes.

Hom A(E,K) Hom (Ag, K M

}[,WOOA( lE_[ H, A 0 H 0
Par conséquent pour tout choix d’un 0-simplexe k de K, j est homotope au morphisme
constant induit par k,
jr: B — Ay — K .

On en déduit que j est une W-équivalence. Or le morphisme £ — Aq est un rétracte
de ji, et par suite, E est W-asphérique. Comme 0A; = AgIl Ay est un rétracte de E,
on en déduit aussitot que W_; est contenu dans W. Par conséquent, W est grossier
(3.3.5), ce qui est contraire & 'hypothése, et prouve la proposition. o

9.4. Homologies, torsions et impropretés

9.4.1 — Si FE est un spectre, on note F, la théorie homologique correspondante,
définie sur A, et Wg la classe des E-équivalences, i.e. des morphismes d’ensembles
simpliciaux X — Y induisant un isomorphisme de groupes

E,X —=E,Y ,
pour tout entier n.

Théoréme 9.4.2Bousfield). — Pour tout spectre E, les E-équivalences forment un A-
localisateur accessible.

Démonstration. — En vertu de [16, théoréme 10.2], la catégorie des ensembles simpli-
ciaux admet une structure de catégorie de modeles fermée a engendrement cofibrant,
dont les cofibrations sont les monomorphismes, et dont les équivalences faibles sont
les E-équivalences. Il s’agit donc d’une simple traduction via le théoreme 1.4.3. O

Corollaire 9.4.3 — Tout spectre définit canoniquement un localisateur fondamental
accesstble.

Démonstration. — Si E est un spectre, les F-équivalences forment un A-localisateur
accessible contenant iil W,.. L’assertion résulte donc du théoréme 4.2.15, puique A

est une W, -catégorie test. O

9.4.4 — Le corollaire ci-dessus permet de construire des variantes de localisateurs
fondamentaux. Si E est un spectre, on note ‘Wg le localisateur fondamental accessible
correspondant. On appelera encore E-équivalences les éléments de ‘Weg.

On peut par exemple considérer le spectre d’Eilenberg-MacLane HQ correspondant
a I’homologie singuliere rationnelle, ce qui définit en vertu du corollaire ci-dessus un
localisateur fondamental accessible Wyq. Si n > 0, le localisateur fondamental W),
des n-équivalences permet de définir le localisateur fondamental Wy , = W), N Whq.
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Celui-ci est accessible en vertu du théoreme 4.2.15 et du corollaire 1.4.21. On appellera
(Q, n)-équivalences les éléments de Wy ». On a bien str I'égalité Wy o = Whqg.

Lemme 9.4.5— Soient W un localisateur fondamental, et n un entier, n > 0, tels
que toute W-équivalence soit une n-équivalence. Si W est propre, alors toute W-
équivalence d’ensembles simpliciaux de but W-fibrant est une n-équivalence forte.

Démonstration. — Cela résulte du lemme 1.5.22, appliqué a l'inclusion des localisa-
teurs fondamentaux propres W, C W. O

Proposition 9.4.6 — Le localisateur fondamental des HQ-équivalences (resp. des
(Q, n)-équivalences, n > 1) n’est pas propre.

Démonstration. — Soit n > 0. On considére un ensemble simplicial S"*! ayant le
type d’homotopie de la n + 1-éme spheére. On choisit une résolution Wy ,-fibrante
j:ontl — SQSH. On peut montrer que le morphisme induit par j sur les groupes
d’homotopie est en l'occurrence le morphisme canonique (¢ > 1) :

Wi(SnJrl) — Wi(SnJrl) (%9 Q = Wi(ng—’_l) .

Lorsque n = 0, il s’agit d’un corollaire du théoréme de Hurewicz [64, chap. III, théo-
réeme 3.7] et du fait que le type d’homotopie du cercle est celui de 1’espace classifiant
du groupe Z. Pour n > 1, on choisit une résolution Wyq-fibrante u : S"*! — X de
S™FL 11 résulte de la nilpotence de la sphere ST et de [16, proposition 4.3 (i)] que
mi(X) = m(S") ® Q. Comme 7;(S™ 1) = 0 pour 0 < i < n+ 1, on en déduit que
u est une n-équivalence et que X est W ,-fibrant, ce qui prouve la propriété voulue
en posant X = S&H et j =u.

Si F' désigne une fibre homotopique de j au sens de Ws, la longue suite exacte
de Serre associée montre que 7, (F) est le groupe quotient Q/Z. Autrement dit, le
morphisme j n’est pas une n-équivalence forte. Le lemme ci-dessus implique donc
I’assertion. O

Scholie 9.4.7 — On peut aussi voir que les HZ-équivalences forment un localisateur
fondamental qui n’est pas propre (o HZ désigne le spectre qui représente la coho-
mologie singuli¢re & coefficients entiers). En effet, désignons par W le localisateur
fondamental qui trivialise les catégories dont I’homologie singulére a coefficients entiers
est réduite a celle du point. La proposition 6.1.8 appliquée au localisateur fondamental
des HZ-équivalences montre que W™ est propre. On peut encore caractériser ‘W™
comme le plus grand localisateur fondamental propre tel que toute équivalence faible
soit une HZ-équivalence (en vertu du théoreme 6.1.11). Or d’aprés Bousfield (voir
[18, 13, 14]), W™ correspond a la construction + de Quillen. Autrement dit : un
morphisme d’ensembles simpliciaux X — Y est une W+-équivalence si et seulement
si XT —= YT est une co-équivalence (ot KT est un modele de la construction + de
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Quillen appliquée & K pour K = X,Y). La différence entre la localisation par la
classe des WT-équivalences et celle des HZ-équivalences est étudiée plus en détail
dans [18, 114].
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foncteur test, 181

foncteur test local, 181

foncteur W-asphérique, 144

foncteur W-coasphérique, 145



foncteur W-excellent, 266

foncteur W-lisse, 227

foncteur W-localement constant, 267

foncteur W-propre, 227

foncteur W-transverse a un autre, 251

foncteur W-asphérique, 152

foncteur W-coasphérique, 152

foncteur W-parfait, 155

foncteur W-régulier, 152

Galois, 295

grossier, 144

homotopie, 24

I-cofibration, 74

J-équivalence d’homotopie, 24

I-fibration, 74

J-homotopie, 24

J-homotope de fagon élémentaire, 24

immersion fermée, 179

immersion ouverte, 179

intégrale, 147

lemme du rétracte, 15

limite homotopique, 126

limite inductive a-filtrante, 63

localisateur fondamental, 143

localisateur fondamental a engendrement
asphérique, 199

localisateur fondamental accessible, 185

localisateur fondamental engendré par une
classe de fleches, 185

localisateur fondamental faible, 240

localisateur fondamental géométrique, 371

localisateur fondamental grossier, 144

localisateur fondamental minimal, 145, 185

localisateur fondamental modelable par une
petite catégorie, 185

localisateur fondamental propre, 195

localisateur fondamental trivial, 144

localisation, 32

modele cellulaire, 17

monodromie, 294

monomorphisme normal, 320

morphisme cartésien, 146

morphisme de changement de base, 249

morphisme de Dwyer, 222

morphisme globalement trivial, 305

morphisme localement trivial, 305

morphisme W-localement constant, 101

n-asphérique, 364

n-équivalence, 364

n-équivalence forte, 370

n-extension anodine, 365

nerf, 88

objet a-accessible, 12
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objet accessible, 12

objet de Lawvere, 26

objet de présentation finie, 12

objet dégénéré, 313

objet I-cofibrant, 74

objet n-fibrant, 365

permettre I’argument du petit objet, 15

précofibration, 146

précylindre fonctoriel, 338

précylindre fonctoriel augmenté, 338

préfaisceau asphérique, 176

préfaisceau de taille < «, 13

préfaisceau faiblement W -fibrant, 295

préfaisceau J-contractile, 24

préfaisceau localement asphérique, 176

préfaisceau localement W-asphérique, 176

préfaisceau normal, 317

préfaisceau régulier, 324

préfaisceau W-asphérique, 176

préfibration, 146

principe de Vopenka, 54

propriété de relevement a droite, 15

propriété de relevement a gauche, 15

régulier (A-localisateur), 154

représentation, 283

représentation localement cofibrante, 286

représentation monogene, 300

rétracte, 3

rétracte par déformation, 217

rétracte par déformation fort, 34

rétracte (lemme du), 15

section dégénérée, 313

section dominante, 317

section non dégénérée, 313

section normale, 317

segment de Lawvere, 27

segment séparant, 26

structure de catégorie de modeles fermée in-
jective, 292

structure de catégorie de modeles fermée lo-
cale, 292

structure homotopique, 29

structure homotopique complete, 46

structure homotopique engendrée par une
donnée homotopique, 29

structure homotopique induite, 48

subdivision barycentrique, 92

torseur, 288

torseur sur son quotient, 288

trivialiser une classe de catégories, 199

W-bifibration de Thomason, 226

W-catégorie test, 178

W-catégorie test faible, 177
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W-catégorie test locale, 178

W-catégorie test stricte, 190

W-cofibration triviale, 187

W-équivalence, 144

W-équivalence argument par argument, 149

W-équivalence colocalement au-dessus d’une
catégorie, 146

W-équivalence (de préfaisceaux), 176

W-équivalence locale, 176

W-équivalence localement au-dessus d’une
catégorie, 144

W-équivalence sur A, 204

W-excellent (foncteur), 266

W-excellent (préfaisceau de groupes), 297

W-fibrant (préfaisceau), 295

W-fibration, 187

W-fibration de Thomason, 225

W-fibration faible, 241

W-foncteur test, 181
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W-foncteur test local, 181

W-transverse, 251

W-type d’homotopie localement constant,
204

W/ A-équivalence, 204

W-cofibration triviale, 54

W-cylindre, 56

W-équivalence, 52

W-équivalence argument par argument, 130

Wh-équivalence (dans Cat), 151

W-équivalence universelle, 101

W-fibration, 54

W-fibration faible, 101

Wh-régulier (préfaisceau), 153

W-résolution cosimpliciale, 112

W-résolution cosimpliciale contractile, 112

W-résolution cosimpliciale normalisée, 112

W-segment, 112

X-équivalences faibles, 49
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